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Torziona divergencija uzgonskih
povrsina

U ovom poglavlju razmatra se torziona divergencija uzgonskih povrsina kao osnovni oblik
staticke aeroelasticne nestabilnosti © jedan od kljucnih kriterijuma za odredivanje gornje granice
dozvoljenih brzina leta vazduhoplovnih konstrukcija.

Owa pojava proistice iz medusobno spregnutog dejstva aerodinamickih sila i elasticnih
deformacija krila, pri cemu ogranicena torziona krutost konstrukcije omogucava porast lokalnog
napadnog ugla usled wvijanja, a samim tim i porast aerodinamickog momenta. Takva pozitivna
povratna sprega dovodi do gubitka stabilnog ravnoteznog stanja kada aerodinamicko opterecenje
prevazide sposobnost strukture da obezbedi elasticni restitucioni moment.

Formulisu se linearizovant aeroelasticni modeli torzione divergencije, koji omogucavaju
analiticko sagledavanje fizicke sustine problema. Razmatra se uticaj torzione krutosti, poloZaja
centra smicanja u odnosu na aerodinamicki centar, kao i aerodinamickih karakteristika profila
na nastanak nestabilnosti. Poseban akcenat stavljen je na jasno razlikovanje strukturnih i aero-
dinamickih referentnih tacaka, cime se omogucava precizna formulacija ravnoteZe momenata
u deformisanom stanju konstrukcije.

Dalje se sistematski razmatraju metode odredivanja poloZaja centra smicanja tankozid-
nih preseka, ukljucujuci egzaktne relacije iz teorije elasticnosti i inZenjerske aproksimacije
zasnovane na metodi idealizovanih nosaca. U okviru analize torzione krutosti prikazani su
analiticks, eksperimentalni i numericki pristupi njenom odredivanju, sa posebnim osvrtom na
zatvorene torzione Celije tipicne za konstrukciju krila. Konacno, problem torzione divergencije
prosiruje se na realno krilo sa promenljivim geometrijskim, mehanickim i aerodinamickim
parametrima duZ raspona, sto vodi ka formulaciji nehomogene diferencijalne jednacine drugog
reda sa promenljivim koeficijentima. Time se uspostavlja teorijska osnova za numericku analizu
kriticne brzine divergencije savremenih uzgonskih povrsina.

Takode, prikazane su i numericke metode, kao $to je metod Galerkina i metode zasnovane
na metodama konacnih elementa.

3.1 Uvod u torzionu divergenciju uzgonske povrsi

Torziona divergencija krila predstavlja jedan od osnovnih aeroelasti¢nih nestabil-
nosti koji se javlja pri visokim brzinama leta, posebno kod vitkih, elasti¢nih krila.

27
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Fenomen nastaje kada aerodinamicki moment, koji raste sa poveé¢anjem napadnog
ugla, deluje na krilo koje ima ograni¢enu torzionu krutost, a posledica je elasti¢nosti
strukture. Usled elasticne deformacije u vidu uvijanja, napadni ugao lokalno raste, sto
dodatno povecava aerodinamicki moment, stvarajué¢i na taj nacin pozitivnu povratnu
spregu. Kada ova sprega prevazide sposobnost strukture da se suprotstavi uvijanju,
dolazi do eksponencijalnog porasta deformacija, ¢ak i pri konstantnim uslovima leta.
Ovaj proces, poznat kao torziona divergencija , moze dovesti do gubitka kontrole,
preopterecenja strukture ili potpunog strukturalnog loma.

Kritiéna brzina pri kojoj se divergencija javlja zavisi od niza faktora: torzione
krutosti krila, polozaja centra smicanja u odnosu na centar pritiska aerodinamickih
sila, raspodele mase i oblika aeroprofila. Klasi¢ni pristup analizi divergencije zasniva
se na linearnoj aeroelasti¢noj teoriji, gde se pretpostavlja ravnoteza izmedu elasti¢nog
restitucionionog momenta i aerodinamickog momenta. U ovom poglavlju bic¢e izvedena
osnovna jednacina torzione divergencije za idealizovano krilo, diskutovani su uticaji
geometrijskih i strukturalnih parametara, kao i prakti¢ni aspekti sprecavanja ove
pojave u projektovanju modernih vazduhoplova. Takode, bi¢e prikazani analitickii
numericki pristupi za precizno odredivanje kriti¢ne brzine divergencije kod realnih
krila sa kompleksnim geometrijama i raspodelom masa.

3.2 Odredivanje Brzine Divergencije Metodom Karakte-
risticnog preseka

Prvi metod koji ¢emo koristiti je metod karakteristicnog preseka. U ovom pri-
stupu odredujemo kritiénu brzinu divergencije analizirajué¢i trapezno krilo na mestu
karakteristicnog preseka koji se nalazi u intervalu (0.7 - 0.75) polurazmaha krila.

Tipican (karakteristicni) presek predstavlja jeadn od modela u aeroelasti¢nosti
koji omogucava redukciju slozenog, kontinualnog trodimenzionalnog krila na sistem
sa konacnim brojem stepeni slobode (obi¢no dva). Ovaj model se sastoji od krutog
aeroprofila koji je povezan sa elasticnim osloncem preko sistema torzionih pruga.

Glavni cilj tipicnog preseka je da verno reprodukuje interakciju izmedu tri vrste
sila:

— Aerodinamicke sile: Uzgon i moment koji zavise od brzine leta i napadnog
ugla.

— Elasti¢ne sile: Otpor strukture deformaciji (savijanju i uvijanju).
— Inercijalne sile: Otpor mase ubrzanju, klju¢ne za dinamicku stabilnost.

Na profilu tipi¢nog preseka definisu se tri kriticne tacke ¢iji medusobni polozaji
odreduju stabilnost celokupne letelice:

— Aerodinamicki centar (AC): Tacka u kojoj deluje rezultanta aerodinamickih
sila (uzgon). Kod podzvucnih profila nalazi se na oko 25% tetive (c¢/4).
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Slika 3.1: Polozaj Karakteristicnog preseka, centra smicanja i aerodinamickog centra

— Centar smicanja (ES): Naziva se i elasticni centar. To je tacka oko koje se
profil uvija pod dejstvom momenta. Predstavlja strukturni oslonac modela.

— Centar mase (CM): Teziste samog preseka. Njegov polozaj odreduje inercijalni
moment usled ubrzanja i direktno utice na pojavu flatera.

Rastojanja izmedu ovih tacaka nazivamo ekscentricitetima. Postoje razliciti ek-
scentriteti koje definiSemo kao:

— Aerodinamicki krak (e): Rastojanje od AC do CS. Ako se AC nalazi ispred
CS (e > 0), uzgon stvara moment koji tezi da poveéa napadni ugao, Sto je
primarni uzrok staticke divergencije.

— Inercijalni krak (z,): Rastojanje od CS do CM. Ovaj krak spreze translaciju
(savijanje) i rotaciju (uvijanje). Sto je CM dalje iza CS, to je veéa verovatnoéa
pojave flatera.

Ova lokacija predstavlja karakteristicno mesto aeroelasti¢cnog odziva:

— Teziste aeroelasticnog odziva: Na korenu krila deformacije su nula, dok su
na vrhu maksimalne, vodec¢i racuna da je na toj lokaciji lokalni uzgon relativno
mali. Oblast izmedu 70% i 75% je zona gde je proizvod lokalnog uzgona i
amplitude deformacije najznacajniji.

— Reprezentativnost modalnog oblika: Prvi sopstveni oblici savijanja i uvi-
janja realnog krila imaju vrednosti koje se u ovoj zoni najbolje aproksimiraju
ponasanjem krutog profila na oprugama.
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— Kriti¢na brzina: Analiza na ovoj lokaciji daje najpreciznije rezultate za kriticnu
brzinu divergencije u poredenju sa 3D modelima.

Proucavanje tipi¢nog preseka na stanici od 75% poluraspona omogucava inzenjeri-
ma da sa velikom pouzdanoséu predvide dinamicku stabilnost letelice. Tako je model
geometrijski jednostavan, on sadrzi kompletnu fizikalnost aeroelasti¢ne sprege, ¢ineéi
ga nezaobilaznim alatom u preliminarnom projektovanju vazduhoplovnih struktura.

Na uocenom preseku krila aerodinamicku silu uzgona i aerodinamicki moment
krila, oko aerodinamickog centra, mozemo izraziti u podzvu¢nom rezimu strujanja
slede¢im relacijama:

R, = %sz (anz agS (3.1)
My, = %pV2Cmac Sl (3.2)
U prethodnim jednacinama:

p gustina vazduha [kgm~3]
V' brzina leta [ms—!]
Cil—% gradijent uzgona -]
a, aerodinamicki napadni ugao [rad]
S referentna povrsina krila [m?]
¢ srednja aerodinamicka tetiva krila [m]
e rastojanje izmedu aerodinamickog centra i elasti¢ne ose ]
R, aerodinamicka sila normalna na profil (ili tetivu) [N]
M,. aerodinamicki moment oko aerodinamickog centra [N m]
[ tetiva aeroprofila [m]

Cm,. koeficijent momenta za aerodinamicki centar -]

Model koji se razmatra u ovom poglavlju prvenstveno se odnosi na tankozidne
konstrukcije tipi¢ne za vazduhoplovne strukture poput krila, horizontalnih i vertikal-
nih stabilizatora, kao i kontrolnih povrsina. Kod takvih elemenata, torziona (uvijajuca)
deformacija dominantno se desava oko centra smicanja (engl. shear center) svakog
poprecnog preseka. Centar smicanja predstavlja onu tacku u profilu kroz koju mora
delovati poprecna sila da ne bi izazvala dodatno uvijanje; u kontekstu elasti¢ne linije
krila, spojnica svih centara smicanja duz raspona definise tzv. elasti¢nu osu kao sto
je prikazano na slici.
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Slika 3.2: Metod karakteristicnog preseka

S druge strane, acrodinamicko optereéenje — u obliku sile i momenta najcesce se
redukuje na aerodinamicki centar (engl. aerodynamic center), $to je standardna
praksa u linearnoj podzvucénoj aerodinamici. Kljuéna osobina aerodinamickog centra
jeste da je koeficijent momenta oko te tacke prakticno nezavisan od napadnog
ugla (dC),/da = 0), ¢ime se znacajno pojednostavljuje analiza. Za tanke profile u
neviskoznom, potencijalnom strujanju, aerodinamicki centar se nalazi na priblizno
25% tetive od napadne ivice.

U opstem slucaju, kod tankozidnih struktura aerodinamicki centar i centar
smicanja se ne poklapaju. Posledica toga je da se rezultujuca aerodinamicka sila,
iako redukovana na aerodinamicki centar, stvara dodatni moment jednak proizvodu
sile i rastojanja izmedu AC i ES.

Ovaj moment direktno ucestvuje u torzionoj deformaciji krila dok, istovremeno,
normalna komponenta aerodinamicke sile izaziva i savijanje uzgonske povrsi, jer
deluje van neutralne ose savijanja.

Dakle, realna deformacija krila pod aerodinamickim optereé¢enjem ukljucuje spreg-
nuti efekat savijanja i uvijanja, pri ¢emu je torziona komponenta klju¢na za
pojave poput torzione divergencije. Uvodenje jasne distinkcije izmedu elasti¢ne ose
(mehanicka osobina strukture) i aerodinamickog centra (aerodinamicka referentna tac-
ka) omogucava fizicki transparentnu formulaciju aeroelasticnog problema i predstavlja
osnovu za dalju linearizovanu analizu stabilnosti.

Sa druge strane, razmatrajuci elasticne sile, uvodi se pojam Kocficijenta krutosti
karakteristicnog preseka. Koeficijent krutosti razmatrane povrsine mozemo racunski
ili eksperimentalno odrediti.

Za linearno elasti¢no krilo moment torzije je proporcionalan uglu uvijanja, pri cemu
je koeficijent proporcionalnosti koeficijent krutosti obelezen kao Cy sto je prikazano
relacijom 3.3 i na slici 3.3.
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Slika 3.3: Moment torzije krila karakteristicnog preseka

My =Cy-0 (3.3)

Prethodna jednacina izrazava linearnu vezu izmedu elastiénog torzionog momenta
M i ugla uvijanja 6. Koeficijent proporcionalnosti Cy predstavlja torzionu krutost
poprecnog preseka krila, odnosno otpornost strukture na uvijanje. Ova relacija je
osnova za analizu torzione stabilnosti, posebno u kontekstu torzione divergencije. 1z
ove relacije jasno sledi:

Cy = My (3.4)
0

Koeficijent torzione krutosti na mestu karakteristicnog preseka je odnos izmedu
uvedenog momenta u tom preseku i ugla uvijanja tog istog preseka. Koeficijent
torzione krutosti Cy na mestu karakteristicnog preseka definise se kao odnos izmedu
primenjenog (ili unutrasnjeg) torzionog momenta Cjy,. i rezultujuéeg ugla uvijanja 6
tog istog preseka.

Sa druge strane, ovaj koeficijent predstavlja meru otpornosti strukture na torzionu
deformaciju i zavisi od geometrije preseka, raspodele materijala i mehanickih osobina
(pre svega modula smicanja G).

U kontekstu aeroelasticne analize, ta¢no poznavanje torzione krutosti vazno je za
odredivanje kriticne brzine torzione divergencije, jer direktno utice na stabilnost krila
pod aerodinamickim opterecenjem.

Za karakteristi¢ni presek optere¢en silom uzgona i aerodinamickim momentom
krila, moment od aerodinamickog opterec¢enja oko centra smicanja izaziva uvijanje
karakteristicnog preseka za ugao 6, a usled njega pojavice se reaktivni moment od
elasticnih sila, proporcionalan ovoj deformaciji Cy - @ koji uspostavlja ravnotezu:
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Cp-0=My+R,-(c-]) (3.5)

Slika 3.4: Karakteriti¢ni presek pod dejstvom aerodinamickih sila

Pod dejstvom ovih sila, novi efektivni napadni ugao jednak a + @, gde je «
napadni ugao definisan u nedformisanom stanju, a 8 dodatni ugao nastao usled
torzione deformacije krila. Kako se taj moment javlja na rastojanju od centra smicanja,
on direktno doprinosi daljem uvijanju strukture.

Ovaj mehanizam stvara pozitivnu povratnu spregu:

povecanje f — povecanje o = a+6 — povetanje R, — povecanje aerodinamickog
momenta — dalje povecanje 6. Proces teoretski moze dovesti do neogranicenog rasta
deformacija — tzv. torzione divergencije.

U realnosti, proces se zaustavlja u jednom od dva slucaja:

1. dostigne se ravnotezno stanje, u kojem elasti¢ni restitucioni moment strukture
taéno uravnotezuje aerodinamicki moment;

2. ili dode do strukturalnog otkaza — loma krila usled prekoracenja granice
¢vrsto¢e materijala pod dejstvom prevelikog torzionog momenta.

Stoga, uslov ravnoteze mora se formulisati za deformisano stanje konstrukcije,
sto je klju¢na razlika u odnosu na klasi¢nu statiku krutih tela.
Matematicki, taj uslov glasi:

Mel - Maerm

odnosno,

1

1 dC,
Cob = 5pv2 Cono ST+ 5pv2

do
gde je leva strana elasticni moment proporcionalan uglu uvijanja, a desna strana
ukupni aerodinamicki moment redukovan na centar smicanja. Resavanjem ove jedna-
¢ine po 6 dobija se eksplicitna zavisnost deformacije od brzine leta, a singularnost
izraza (imenilac jednak nuli) definise kriti¢nu brzinu divergencije Vp.

(ag +6)Sel (3.6)
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Karakteristika aeroelasti¢nih problema je da spoljne aerodinamicko opterecenje
nije unapred poznato veé je funkcija deformacija strukture, a deformacije strukture su
pak zavisne od spoljnjeg optere¢enja, pa se preko njihove interakcije nalaze resenja.

Sredujuéi predhodnu jednacinu, tako da se veli¢ine koje sadrze nepoznati ugao
uvijanja @ prebace na levu stranu, odnosno

1

'S'e'l>'9:§PV2(Cmac+dCZ

da

-oza-e)-S-l (3.7)
pa se na osnovu prethodne relacije dobija:

%pv2 <Cmac + s oy, e> Sl

o da
"= Cy — 1 V2 dC- Sel 5
0 2p do

S obzirom da krilo nije apsolutno kruto, ovaj elasti¢ni ugao uvijanja postojace
uvek tokom leta i menjace se sa porastom dinamickog pritiska ili promenom napadnog
ugla krila.

Razmatranjem predhodno nadenog izraza za ugao uvijanja, moze se primetiti
da se u imeniocu od konstante oduzima sve veca i veca veli¢ina kako se povecava
dinamicki pritisak, tako da imenilac postaje sve manji i manji, usled ¢ega se povecava
ugao uvijanja dok ne postane beskonacan, Sto ne moze da izdrzi ni jedan materijal. Za
brzinu divergencije, uzima se uslov da imenilac postaje jednak nuli, tj. ugao uvijanja
postaje beskonacan.

Tako da iz uslova:

1, dC. B

se dobija dinamicki pritisak pri kome nastaje

Cy

1
qp = 5;)1/1% - (3.10)
Sel
da
odnosno, definise se kriticna brzina divergencije:
2.C
Vp = o (3.11)
: .S.e-l
do

U prethodnoj jednacini su:
— Vp - kriti¢na brzina torzione divergencije [m/s]
— Cy - kocficiejnt krutost poprecnog prescka [N - m/rad]

— p - gustina vazduha [kg/m3]
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acC
— —~= _ gradijent uzgona (bezdimenzionalan);

do

— S - referentna povrsina krila [m?]

— e - bezdimenzionalno rastojanje izmedu aerodinamickog centra i centra smicanja
(e =xps/l—xac/l) [H

— [ - karakteristicna duzina (obi¢no srednja aerodinamicka tetiva) [m]

3.3 Odredjivanje polozaja centra smicanja

Na osnovu jednacine 3.11 jasno je da je izmedu ostalog precizno odredivanje
polozaja centra smicanja (xps,ygs) predstavlja vazan korak u odredivanju brzine
torziione divergencije metodom karakteristi¢nog preseka. Za tacno odredivanje polzaja
centra smicanja neophodno je koristiti jednacine iz teorije elasti¢nosti tankozidnih
struktura. Ove jednacine osiguravaju da transverzalna sila, koja deluje u centru
smicanja, ne izaziva dodatno uvijanje preseka, sto je osnovni uslov za ta¢no modeliranje
torzione stabilnosti.

Polozaj centra smicanja odreduje se resavanjem sistema jednacina koje izrazavaju
ravnotezu momenata unutrasnjih smic¢ué¢ih napona po obimu preseka. U opstem
slucaju, za otvoreni tankozidni profil, ove jednacine glase:

Im TE — Imy Ygp = /Dxpds,
© (3.12)
Ixya:E — Iy Ygp = /Dypds.
&
Gde su:
— I, I, — momenti inercije preseka u odnosu na glavne ose,
— Iy — centrifugalni moment inercije,

— rps,yps — koordinate centra smicanja u odnosu na referentni sistem,

— Dy, D, — Staticki momenti posmatranog preseka,

p — pol referentnog sistema,
— ds — diferencijalni element duz obima preseka.

Ovaj sistem jednacina omogucava egzaktno odredivanje polozaja centra smicanja
za bilo koji tankozidni profil, bez obzira na njegovu geometrijsku slozenost. U praksi,
za standardne profile (C-profil, L-profil, aeroprofil, kutija), koriste se pojednostavljene
verzije ovih jednacina, ali za preciznu analizu, posebno kod asimetri¢nih, neophodno
je koristiti punu formu iz teorije elasti¢nosti.
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3.3.1 Polozaj centra smicanja aeroprofila

Vazduhoplovne strukture poput krila uglavnom se sastoje od oplate, uzduznika,
ramenjaca i rebara. Za analizu napona u ovakvim strukturama primenjuje se Teorija
tankozidnih otvorenih i zatvorenih linijskih nosaca. Kod tankozidnih zatvorenih preseka
jednocelicnog tipa (Sto je bazi¢na aproksimacija torzione kutije krila), tangencijalni
naponi se posmatraju kroz tok ¢(s), koji predstavlja proizvod tangencijalnog napona
7 i lokalne debljine zida t.

Raspodela tokova usled dejstva vertikalne transverzalne sile V' definisana je
izrazom:

q(s —QO——/ (3.13)

gde je qo konstantni (pocetni) tok u zatvorenom preseku, V' ukupna transverzalna
sila, I, glavni aksijalni moment inercije poprecnog preseka, y(s) vertikalna koordinata
tacke na konturi, a t(s) lokalna debljina oplate.

Polozaj centra smicanja (g, ysc) odreduje se iz uslova staticke ravnoteze. Centar
smicanja nalazimo iz uslova da je rezultuju¢i moment uvijanja oko te tacke jednak
nuli:

Va:sc—?{ ds:qu—O (3.14)

Razmotrimo sada nalazenje polozaja centra smicanja za poznate i ¢esto koriStene
u praksi NACA serije aeroprofila. Bez obzira na seriju, raspodela poludebljine 1; duz
tetive x definisana je standardnom jednacinom:

2
v =5t - ¢ [0. 2969\/j — 0.1260 ( > —0.3516 <§>
C C C
3 4
10.2843 <f> —0.1015 <§> ]
C C

Razlika izmedu serija lezi u matematickom definisanju srednje linije zakrivljenosti

(Ye)-
Recimo, kod poznate serije 4 NACA acroprofila, oznaka NACA M PX X definise

maksimalnu zakrivljenost (m = M/100), poziciju maksimalne zakrivljenosti (p =
P/10) i debljinu (¢ = X X/100). Srednja linija je definisana sistemom parabola:

(3.15)

Bl - @), 0 <pe
yC{W{<1—zp>+zp<> @7, pe<e<e O

Sli¢no, za seriju 5 NACA aeroprofila, oznaka NACA LPXJJ (npr. 23012) koristi
specifican sistem oznaka gde prva cifra pomnozena sa 3/2 daje projektovani koefi-
cijent uzgona (¢; = 0.3), naredne dve cifre podeljene sa 2 daju poziciju maksimalne
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zakrivljenosti (p = 15% = 0.15), a poslednje dve cifre oznacavaju maksimalnu debljinu
(t =0.12).

Srednja linija zakrivljenosti kod 5-cifrenih profila je specificna jer je pomerena
znatno napred. Preko definisanog prelomnog parametra m i konstante ki, jednacine
glase:

o

(2 = 3m (2)? + (3= m) ()], 0<z<me (3.17)

klgl [1-2], mec<x <c

Ye =

Vrednosti za m i k1 su standardizovane u tabelarnoj formi u zavisnosti od zZeljene
pozicije zakrivljenosti p (npr. za poziciju p = 0.15 = m = 0.2025, k; = 15.957).

Odredivanje polozaja centra smicanja poprecnog preseka oblika aeroprofila, moze
biti izvedeno kroz nekoliko sukcesivnih koraka:

1. Diskretizacija i geometrijsko prepoznavanje: Formira se kontinualni niz
tacaka duz tetive c. Na osnovu koordinata gornje (x4, v,,) i donje (x;, ;) konture,
i definiSe se lokalni nagib srednje linije § = arctan(dy../dz).

2. Objedinjavanje konture i proracun tezista: Vektori koordinata gornje i
donje oplate se spajaju u jedinstvenu zatvorenu petlju. Odreduju se koordinate
tezista poprecnog preseka (Z, ) preko statickih momenata povrsine oplate.

3. Formiranje toka: Na osnovu vertikalne udaljenosti svakog diskretnog segmenta
oplate od neutralne tezisne ose, vrsi se proracun intenziteta lokalnog toka

(g=y-1).

4. Numericka integracija momenta: Vrednosti toka se integrale duz zatvorene
konture i mnoze sa krakom momenta u odnosu na napadnu ivicu, odakle se
konac¢no dobija tacna koordinata centra smicanja ..

Poredenjem rezultata dobijenih za razlicite familije aeroprofila, uocavaju se vazne
konstruktivne razlike uslovljene geometrijom srednje linije.

Kod klasi¢ne 4-cifrene serije (npr. NACA 2412), centar smicanja se nalazi znatno
iza cetvrtine tetive, uglavnom u opsegu 0.36¢ — 0.38¢, jer postepena zakrivljenost
duz celog profila pomera teziste i elasti¢nu osu unazad. Nasuprot tome, kod 5-cifrene
serije (npr. NACA 23012), usled zakrivljenosti koja je koncentrisana blizu napadne
ivice (15% tetive umesto 40%), zadnji deo profila se ponasa gotovo kao simetri¢na
ploca. To uzrokuje da se centar smicanja kod petocifrenih profila vrati znatno napred,
blize poziciji od 0.28c — 0.31c.

Ovo napredovanje centra smicanja i elasti¢cne ose kod serije 5 ¢ini krila konstruk-
ciono krué¢im na uvijanje u prednjem delu, Sto poboljsava stabilnost na flater, ali
postavlja specificne zahteve pri dimenzionisanju glavne ramenjace.

Detaljan uporedni pregled za razli¢ite geometrije prikazan je u tabeli 3.1.
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Tabela 3.1: Polozaj centra smicanja (xg./c) za razlicite aeroprofile

Oznaka / Naziv Karakteristika Tse/C

NACA 4-cifrena serija

NACA 0012 Simetri¢ni profil (nula 0.244
zakr.)

NACA 1412 Blaga zakr. (1%), na 40% 0.301
tetive

NACA 2412 Umerena zakr. (2%), na 0.362
40% tetive

NACA 4412 Visoka zakr. (4%), na 40% 0.449
tetive

NACA 2415 Umerena zakr. (2%), de- 0.360

bljina 15%
NACA 5-cifrena serija

NACA 21012 Zakr. pomerena ekstremno 0.252
napred (5%)

NACA 23012 Standardna zakr. serije 5 0.291
(15% tet.)

NACA 23015 Serija b, povecana debljina 0.289
(15%)

NACA 24012 Zakr. pozicionirana na 0.344
20% tetive

NACA 25012 Zakr. pozicionirana na 0.412

25% tetive
Vanserijski profili (Istorijski i Moderni)

RAF 6 Simetricniji istorijski profil 0.315
(Prvi sv. rat)

Clark Y Profil sa ravnom donjom 0.348
povrsinom

Gottingen 398 Istorijski profil sa visokom 0.421
zakr.

Wortmann FX 61-163 Moderni laminarni profil 0.332
(jedrilice)

NASA SC(2)-0714 Moderni superkriti¢ni 0.395
(rear-loading)

3.3.2 Uticaj otvora na polozaj centra smicanja aeroprofila

U realnim vazduhoplovnim konstrukcijama, rebra se retko izvode kao pune ploce.
Radi smanjenja mase i omogucavanja prolaska instalacija, na vertikalnom limu rebra
izvode se kruzni otvori za olakSanje. Sa stanovista mehanike tankozidnih nosaca, ovi
otvori predstavljaju zonu gde je efektivna debljina zida jednaka nuli (¢ = 0), Sto
onemogucava kontinualni tok ¢(s).

Na mestu otvora, transverzalna sila se ne moze preneti preko toka u limu, veé se
presek lokalno ponasa kao otvoren, a optere¢enje preuzimaju gornja i donja prirubnica
(flans) rebra kroz mehanizam sekundarnog savijanja (Virendelov efekat). Usled toga,
dolazi do pada lokalne krutosti na smicanje tog dela aeroprofila. Ako raspodela otvora
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Slika 3.5: Efikasnosti komandi

duz tetive nije potpuno simetri¢na, centar smicanja rebra ¢e se pomeriti ka zoni vece
krutosti (kontinuiranog lima).

Za inzenjersku procenu pomeranja centra smicanja rebra usled prisustva kruznih
otvora, uvodi se redukcioni koeficijent krutosti oplate. Ako imamo niz od N kruznih
otvora precnika D; Cija su tezista locirana na rastojanjima x; od napadne ivice,
efektivni polozaj centra smicanja oslabljenog rebra (s, redukovano) Procenjuje se
pomocu sledece poluempirijske korektivne formule:

N 2

Tge * Iy — i=1Ti - T~ Aotvora, i Y;
N 2
I, — Zi:l Ui Aotvora7 i Y;

(3.18)

Tsc, redukovano =

pri ¢emu su oznake:

— g - prvobitni poloZzaj centra smicanja punog aeroprofila (bez otvora) u odnosu
na napadnu ivicu,

— I, - aksijalni moment inercije punog poprecnog preseka aeroprofila,

2
— Aotvora, i = ng -t - fiktivna redukcija povrsine (gde je t debljina lima rebra, a

D; pre¢nik i-tog otvora),

— x,y; - koordinate centra i-tog kruznog otvora u odnosu na napadnu ivicu i
tezisnu osu,

— n; - koeficijent forme otvora koji uzima u obzir konstruktivno izvodenje i efekat
porubljenosti ivica:

1.0, za obic¢an otvor sa ostrim ivicama (maksimalno slabljenje)

= 0.3 — 0.5, za otvor sa podvijenom prirubnicom (flanged hole)
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KRILA

U praksi, duz rebra se najcesée postavlja niz sukcesivnih kruznih otvora ¢iji se
precnici menjaju prateéi promenu lokalne visine aeroprofila. Posmatrajmo slucaj rebra
sa tri kruzna otvora (N = 3) rasporedena duz tetive:

1.

2.

3.

Otvor 1 (Prednji): Smesten blizu napadne ivice, na poziciji 1, preénika Dj.

Otvor 2 (Srednji): Smesten u zoni maksimalne debljine aeroprofila, na poziciji
T9, precnika Do.

Otvor 3 (Zadnji): Smesten blize izlaznoj ivici, na poziciji x3, pre¢nika Ds.

U ovom slucaju, korektivna formula se razvija u eksplicitni oblik:

Tso - Iy — [ma1 A1y} + nazoAsys + naws Asys]
Iy — [mA1y? + 2 A2y3 + n3Asy3)

(3.19)

Lsc, redukovano —

Zavisno od konstruktivnih zahteva i gradijenta precnika otvora, javljaju se dva
karakteristi¢na strukturalna odgovora rebra:

— Konstrukcija sa opadajuéim precénicima (D; > Dy > D3): Kada su najvedi

otvori koncentrisani napred (usled prolaska glavnih instalacionih snopova),
prednji deo rebra gubi znatno vise krutosti na smicanje u odnosu na zadnji. U
tom scenariju, ¢lan u imenitelju drasticno smanjuje ukupnu krutost prednjeg
dela, Sto rezultuje pomeranjem centra smicanja unazad, prema izlaznoj
ivici.

— Konstrukcija sa rastué¢im prec¢nicima (D; < Dy < D3): Ovaj raspored je

znatno Cescéi jer prati prirodno suzavanje visine profila i smanjenje intenziteta
vertikalnih unutrasnjih sila. Posto je najveéi otvor (Ds) postavljen na najveéem
rastojanju x3, proizvod u zagradi brojitelja postaje veoma veliki. Oduzimanjem
ovog Clana, vrednost Tsc, redukovano OPada, sto uzrokuje snazno pomeranje
centra smicanja unapred, prema napadnoj ivici.

Ova analiza pokazuje da se svesnim odabirom pozicija, precnika i nac¢ina poru-
bljivanja (n;) otvora za olaksanje moze upravljati hodom elasti¢ne ose rebra i krila,
primoravajuéi je da se priblizi aerodinamickom centru, ¢ime se sekundarni torzioni
momenti uvijanja svode na minimum.

3.4 Odredivanje torzione krutosti u analizi divergencije

krila

Takode, u analizi brzine divergencije krila, koeficijent torzione krutosti predstavlja
jedan od klju¢nih parametara koji karakterise otpornost krila na uvijanje pod dejstvom
aerodinamickih opterecenja. Ovaj koeficijent se moze odrediti pomocu razli¢itih
metoda, od kojih je svaka prilagodena razli¢itim konfiguracijama krila i analitickim
zahtevima. U daljem tekstu istrazuju tri razlicita pristupa:
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Slika 3.6: Polozaj centra smicanja aeroprofila sa otvorima

1. Analiticko izvodenje za pojednostavljene konfiguracije krila
2. Eksperimentalno merenje kroz fizicko testiranje
3. Numericko odredivanje metodom konac¢nih elemenata

Zajedno, ove metode pruzaju sveobuhvatan okvir za tacno odredivanje torzione
krutosti, ¢ime se obezbeduje pouzdanost u odredivanju kriticne brzine torzione
divergencije.

3.4.1 Analiticko odredivanje torzione krutosti

U tipi¢nim konstrukcijama krila, zidovi ramenjaca, oplate krila i rebra, formiraju
strukturnu konfiguraciju koja je centralna za otpornost krila na torziona opterecenja.
Ova konfiguracija, ¢esto nazvana torziona kutija, ima klju¢nu ulogu u odrzavanju
aeroelasticne stabilnosti, jer efikasno rasporeduje naprezanja izazvana aerodinamickim
silama. Jednacine predstavljene u ovom poglavlju fokusiraju se na kvantifikovanje
doprinosa zidova ramenjaca i oplate krila, ¢ime se obezbeduje tacno predstavljanje
torzione krutosti koje je klju¢no za predvidanje brzine divergencije krila. Ukljué¢ivanjem
ovih primarnih strukturnih elemenata, analiticki okvir pruza precizno razumevanje
otpornosti krila na torzione deformacije.

Torziona konstanta, u opstem slucaju obelezavana sa J za jednu zatvorenu celiju
sto je tipi¢no za konstrukciju krila, koja se sastoji od oplata (gornje i donje) i zidova
ramenjaca, moze se odrediti se dobro poznatom Bredt-Batho formulom:

_ 4A?

= ; A

t

U prethodnoj jednacini, A oznacava povrsinu oivi¢enu celijom, a t predstavlja
debljinu svakog dela. Veza izmedu ugla uvijanja i primenjenog momenta,

Analiticko odredivanje koeficijenta torzione krutosti pruza pouzdan pristup za
procenu torzione krutosti struktura krila. Fokusiranjem na zidove ramenjaca i oplatu

I(y) (3.20)
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Slika 3.7: Torziona kutija

krila, ova metoda istice klju¢nu ulogu torzione kutije u suprotstavljanju silama koje
izazivaju uvijanje. Za metalne materijale, kao sto je aluminijum, modul smicanja je
dobro dokumentovan, sto olaksava izracunavanja. Medutim, za kompozitne materijale,
ekvivalentni modul smicanja uvodi dodatnu slozenost zbog zavisnosti od faktora
kao Sto su orijentacija vlakana i raspored slojeva. Ove napomene isticu vaznost
prilagodavanja analitickog okvira konkretnim materijalima i konfiguracijama koje se
proucavaju, kako bi se obezbedili ta¢ni i pouzdani rezultati.

Top Skin

Front Spar
Web

Slika 3.8: Torziona kutija krila sa oznacenim elementima

3.4.2 Eksperimentalni pristup odredivanja torzione krutosti

Da bi se eksperimentalno procenila torziona krutost struktura krila, koristi se
specijalizovani uredaj koji primenjuje kontrolisani torzioni moment na mestu karakte-
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risticnog preseka. Ovaj uredaj, kao sto je prikazano na slici, sastoji se od dve jednake
i suprotno usmerene sile koje se uvode na razli¢itim mestima duz tetive obi¢no na
prednjoj i zadnjoj ivici vrha krila. Sa krilom ¢vrsto fiksiranim u korenu, primenjeni
par sila izaziva torzioni moment oko ose u pravcu raspona, Sto rezultuje merljivim
deformacijama. Merenjem ugla uvijanja na poznatoj duzini krila i sa poznatim mo-
mentom, torziona krutost GJ moze se tacno odrediti pomocu linearno elasti¢nih
relacija.

Merenjem pomeranja prednje i zadnje ivice, ugao uvijanja moze se odrediti pomocu
jednostavnog geometrijskog odnosa. S obzirom da je primenjeni moment poznat, a
ugao uvijanja izmeren, koeficijent torzione krutosti moze biti izrac¢unat.

_ Dig+ Drg

0 i

(3.21)

3.4.3 Odredivanje torzione krutosti metodom konacnih elemenata

Metoda konac¢nih elemenata (FEA - Finite Element Analysis) pruza robusnu i
prilagodljivu simulacionu metodologiju za procenu torzione krutosti, pri ¢emu efikasno
replikuje eksperimentalni postupak ranije opisan. Formiranjem numerickog modela
krila, sa jasno definisanim strukturnim elementima i osobinama materijala, simulacija
verno odslikava uslove fizickog testiranja. Konturni uslovi se primenjuju na korenu
krila, dok se par sila uvodi na vrhu krila radi simulacije torzionog opterecenja.

Izlazni rezultati FEA-a, ukljucuju¢i pomeranja ¢vorova i rotacije, omogucavaju
izracunavanje ugla uvijanja na odredenim presecima krila. Taj ugao uvijanja predsta-
vlja osnovu za odredivanje koeficijenta torzijske krutosti, koristeci istu formulaciju
kao u eksperimentalnom testiranju. Racunarski modeli nude znacajne prednosti,
omogucavajuci predvidanje torzionog ponasanja razli¢itih kombinacija materijala i
geometrijskih konfiguracija, uz istovremeno smanjenje potrebnih resursa u odnosu na
fizicko testiranje.

Da bi se dodatno poboljsala tacnost i pouzdanost rezultata simulacije, preporucuje
se koriséenje RBE (Rigid Body Elements elementi krutog tela). Ovi elementi efikasno
rasporeduju primenjeni torzioni moment, smanjujuéi koncentracije napona na mestima
uvodenja opterecenja.

PriloZena vizualizacija prikazuje FEA model, isticué¢i podatke o rotaciji neophodne
za procenu torzionog ponasanja strukture krila. Ova analiza pruza precizan put za
dobijanje koeficijenta torzijske krutosti za posmatrani presek

3.5 Efektivna torziona duzina krila

U izrazu za brzinu torzione divergencije pojavljuje se torziona krutost krila

GJ

Cy = I (3.22)
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Slika 3.9:

Merenje torzione krutosti
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Slika 3.10: Uredaj za merenje torzione krutosti

gde je GJ torziona krutost preseka, a L; efektivna torziona duzina krila. Uvrstavanjem
u izraz za divergenciju dobija se

2GJ

pSla (dCZ> L,
da

Vp = (3.23)

Iz ove relacije jasno se vidi da je brzina divergencije obrnuto proporcionalna
kvadratnom korenu efektivne torzione duzine:

1
VL,
Efektivna torziona duzina L; predstavlja duzinu idealizovanog torzionog Stapa
koji daje isto uvijanje kao realno krilo za posmatrano opterecenje. Za razliku od

geometrijskog raspona krila b, koji zavisi samo od planforme, L; zavisi od raspodele
torzionog momenta, raspodele torzione krutosti i konstruktivnih oslonaca duz raspona.

Vp x (3.24)

Konzolno krilo konstantnog preseka

Za konzolno krilo priblizno konstantne torzione krutosti (G.J = const) uvijanje
je najvec¢e na vrhu polukrila. U tom slucaju efektivna torziona duzina se moze
aproksimirati polurasponom:

Lt%

N o

(3.25)
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Slika 3.11: Odredivanje torzione krutosti metodom konac¢nih elemenata
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Ova aproksimacija predstavlja osnovni model torzione divergencije i koristi se u
vecini analitickih proracuna.
Uticaj raspodele torzionog momenta

Realni torzioni moment nije konstantan duz raspona, ve¢ opada od maksimuma u
korenu ka nuli na vrhu. Zbog toga je efektivna torziona duzina obi¢no neSto manja
od geometrijskog poluraspona. U praksi se ¢esto uvodi korekcioni faktor

Ly~ ~v—, 0.6 <v<09. (3.26)

Tipi¢ne vrednosti su:
— v~ 0.7 — izraZeno opadanje opterecenja ka vrhu,
— v &~ 0.8 — neutralna procena,

— v~ 1.0 — konzervativna procena (maksimalno uvijanje).

Krila promenljivog preseka

Kod trapeznih ili tankih krila torziona krutost opada prema vrhu, tj. GJ = GJ(y).
Efektivna torziona duzina moze se tada definisati iz jednakosti uvijanja realnog krila
i ekvivalentnog torzionog Stapa:

y T(y) Treth

O(y) = dy = ) 3.27
D=, @)™ = () (3.27)
Odavde sledi )
ref
- / 3 J (3.28)

Ovaj pristup daje najrealniji ekvivalent za krlla promenljive krutosti.

Krila sa dodatnim osloncima ili torzionim kutijama

Ako krilo ima dodatne oslonce (npr. konfiguracije krila sa upornicama), efektivna
torziona duzina se smanjuje i priblizno odgovara rastojanju do stanice oslonca ili

zavrsSetka krute zone:
Ly = ys. (3.29)

Tipi¢no vazi
b

Efektivna torziona duzina L; predstavlja globalni parametar torzione krutosti krila
i direktno utice na brzinu divergencije.Za ve¢inu analitickih proracuna divergencije
mogu se koristiti slede¢e aproksimacije:

— L; = b/2 — osnovni model konzolnog krila,
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— Ly = 0.7-0.9b/2 — realnije krilo sa raspodeljenim opterecenjem,

— Ly = ys — krilo sa dodatnim osloncem ili lokalnom torzionom kutijom.

Napomena. U analizi lokalnih aeroelasti¢nih pojava, kao sto je revers krilca, rele-
vantna torziona duzina moze biti ograni¢ena na zonu krilca. U ovom poglavlju L,
predstavlja globalnu torzionu duzinu krila relevantnu za pojavu divergencije.

Tabela 3.2: Tipi¢ne vrednosti efektivne torzione duzine L; za proracun divergencije.

Klasa letelice Strukturna karakte- ~ Preporuka za zadat-
ristika ke
UAV (mali/srednji) Relativno kruto krilo, 0.7-0.9 L;~0.8b/2

¢esto kompozitna torzio-
na kutija, umeren taper

Jedrilica Vrlo velik raspon, tanak  0.8-1.0 L; ~0.9b/2 do b/2
profil, izrazen taper i
opadanje GJ ka vrhu

STOL / visokokrilni avion Velik raspon, tanje krilo, 0.8-0.95 L; = 0.9b/2
opterecenje blize vrhu,
umerena torziona kru-
tost

GA avion (npr. Cessna 172) Klasi¢no Al krilo sa ra- 0.7-0.85 L; ~0.75b/2
menjacama, umeren ra-
spon i opadanje krutosti
ka vrhu

Regionalni turboprop Veéi raspon od GA, ta- 0.65-0.8 L;~0.7b/2
nje krilo, izrazen taper,
srednja torziona krutost

Transportni avion Debelo krilo pri korenu, 0.6-0.8  L; ~0.7b/2
jaka torziona kutija, op-
terecenje koncentrisano
blize korenu

Poslovni mlaznjak Relativno kruto, tanko 0.6-0.75 L;~ 0.65b/2
krilo, manji raspon i ja-
ka torziona kutija

Lovacki avion Kratko, debelo i veoma  0.5-0.7 L; ~0.6b/2

kruto krilo, mala prome-
na GGJ duz raspona

Iz tabele 3.2 se vidi jasan trend: $to je krilo krace i torziono krutije, to je efektivna
torziona duzina manja (manji 7). Suprotno tome, duga i tanka krila imaju veéu
efektivnu torzionu duzinu.
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Slika 3.12: 3D Krilo

3.6 Odredivanje brzine torzione divergencije 3D krila

Posmatra se krilo koje ima promenljive aerodinamicke i geometrijske parametre
duz polurazmaha.

Na diferencijalni dy element povrsine krila deluje u aerodinamickom centru tog
preseka diferencijlna sila uzgona:

1 2 dCz(y)

dR,(y) = PV I [aa(y) + 0(y)] - U(y) - dy (3.30)

odnosno diferencijalna veli¢ina aerodinamickog momentas:
1
AMac(y) = 5pV* - Crnac(y) - 1(y) - dy - 1(y) (3.31)

Na elementarni deo krila, s jedne strane, na mestu centra smicanja toga preseka
deluje moment torzije od unutrasnjih sila, dok s druge strane moment torzije sa
odgovaraju¢im prirastajem:

dM-
My (y) + % dy . (3.32)
Y
Uslov ravnoteze momenata torzije oko elasticne ose razmatranog elementa krila
je:
dMr(y) _
M (y)+———=-dy—Mr(y)+dR(y)-e(y)-1(y) +dMac(y)—n-g(y)-h(y)-dy = 0 (3.33)

dy
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pri ¢emu je naglaseno koje sve velicine se smatraju funkcijama koordinate. Za-
menjuéi definisane izraze za aerodinamicku silu i moment u predhodni izraz, posle
sredivanja dobija se:

d]‘{lgw v W o) 4 00)]-e) - (W) + 0V Crnew) -P20) = 0 (339

A na osnovu relacije,

dd  Mr
d,_y =7 (3.35)
moze se moment torzije izraziti u obliku:
do
Mpr=GJ - — (3.36)
dy

Vodeéi racuna koje su sve veli¢ine funkcije od y’, diferenciranjem dobija se:

dMr d do d?0  dp d
- (GJ- d-y) = GI)- oy + 5 (G ) (3.37)

Uslov ravnoteze momenata oko centra smicanja, koji deluju na elementarni deo
krila, konac¢no se dobija u obliku,

2
G- T+ [ ew)] -5
1 5 dC(y) .
+[21PV d ) (y)] 0 (3.38)
v W o)) o)
- 1pVQCmac(y) ) lz(y)

nehomogene diferencijalne jednacine drugog reda sa promenljivim koeficijentima.

3.6.1 Galerkinova metoda za resavanje jednacine torzione divergen-
cije 3D krila

Galerkinova metoda je varijaciona tehnika koja se koristi za priblizno resavanje di-
ferencijalnih jednacina, posebno onih sa promenljivim koeficijentima poput prethodne
jednacine. Data diferencijalna jednacina je oblika:

d*0

S B Y 4 ()6 = D(y), (3.30)

A(y) i

gde su:

- A(y) = GJ(y),
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- Bly) = 4 [GJ(y)],
— Oy) = 5pV2 - 29 2(y) - e(y),
~ D(y) = —1pV22=W () - P(y) - e(y) — 2V 2Crmac(y) - P(y) + 1 - g(y) - h(y).

Pretpostavljamo da se jednacina resava na domenu y € [0, L], sa odgovarajuéim
grani¢nim uslovima (npr. #(0) =0, 0'(L) = 0 ili sli¢nim, zavisno od problema).

Koraci u Galerkinovoj metodi

1. Izbor baznih funkcija: Priblizno resenje 0(y) se predstavlja kao linearna
kombinacija baznih funkcija ¢;(y), koje zadovoljavaju grani¢ne uslove:

N
0(y) ~0(y) = aidi(y), (3.40)
=1

gde su a; nepoznati koeficijenti, a ¢;(y) su odabrane funkcije (npr. polinomi,
trigonometrijske funkcije ili modovi sopstvenih oscilacija, poput ¢;(y) = sin (Z%))
2. Formiranje reziduala: Uvrstavanjem pribliznog resenja u originalnu jednacinu
dobijamo ostatak R(y):
%0 b

a7 T Bz, + Cwi - D). (3.41)

R(y) = A(y) a0

OStatak nije jednak nuli jer je resenje priblizno.

3. Ponderisana integracija ostataka: U Galerkinovoj metodi, merne funkcije
su iste kao bazne, tj. ¥;(y) = ¢;(y). Zahtevamo da integral ponderisanog oststka
bude nula za svaku mernu funkciju:

L
A.mm@@ww:a ji=12... N (3.42)

Ovim se dobija sistem od N jednacina.
4. Razvijanje sistema jednacina: Uvrstavanjem izraza za 0(y), integral postaje:

L N d2¢ N de N
/ [A(y) > a; y > +By)> a; y L+ C(y) Y aigi — D(y)| ¢;(y) dy = 0. (3.43)
0 i=1 Yy i=1 Y i=1

Sto se moze prikazati u matriéninom obliku:

Ka=f, (3.44)

pri ¢emu su elementi matrice K i vektora f:
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do;
dy

K~—/L A E% s )+ B () + C(y)di(y); (v)| d 3.45
i=J V) G ¢i(y) + By)——&;(y) + C(y)9i(y)#;(v) | dy, (3.45)

L
i =/ D(y)o;(y) dy. (3.46)
0

5. Resavanje sistema: Resava se linearni sistem za koeficijente a;, koristeci
numericke metode (npr. Gaussova eliminacija).

6. Konstrukcija reSenja: Konatno se dobija priblizno refenje A(y) =
SN a;é(y). Preciznost se poboljSava poveéanjem N.

Funkcije i implementacija

— Bazne funkcije ¢;(y): Moraju zadovoljavati grani¢ne uslove. Za torziju krila,
y

Cesto se koriste modovi poput ¢;(y) = (Z)ZJrl ili sinusne funkcije.
— Numericka integracija: Integrali se racunaju numericki (npr. trapezno pravilo
ili Gaussova kvadratura) ako koeficijenti nisu konstantni.

— Varijacije: Za probleme sa sopstvenim vrednostima (npr. flutter analiza),
metoda se modifikuje da ukljuci sopstvene frekvencije.

Ova metoda je posebno korisna za probleme sa promenljivim presekom, kao sto je
analizirana jednacina brzine divergencije u ovom slucaju.

3.7 Numericki pristup odredivanju kriticne brzine diver-
gencije

Pored analitickih i poluanalitickih metoda, kriticna brzina divergencije moze se
odredivati i potpuno numerickim postupkom zasnovanim na spregnutoj strukturno-
aerodinamickoj analizi. U ovom pristupu krilo se ne svodi na jedan karakteristi¢ni
presek, niti se deformaciono polje unapred pretpostavlja pomocu izabranih aproksi-
macionih funkcija, ve¢ se geometrija, raspodela krutosti i aerodinamicko optereéenje
diskretizuju u prostoru.

Osnovna ideja numerickog aeroelasticnog modela jeste formiranje dva medusobno
povezana diskretna sistemas:

— strukturnog modela, kojim se opisuje elasticno ponasanje konstrukcije;

— aerodinamickog modela, kojim se opisuje raspodela aerodinamickih opterecenja
po nosecoj povrsini.

Posto se strukturna i aerodinamicka diskretizacija uglavnom ne poklapaju, neop-
hodno je uvesti interpolacioni mehanizam kojim se pomeranja konstrukcije prenose na
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aerodinamicku mrezu, dok se aerodinamicke sile prenose nazad na strukturne ¢vorove.
Na taj nacin formira se zatvoren aeroelasti¢ni sistem u kome deformacija konstrukcije
menja aerodinamicko opterecenje, a izmenjeno aerodinamicko optere¢enje dodatno
deformise konstrukciju.

Ovaj pristup je posebno znacajan zato sto omogucava da se problem divergencije
posmatra kao problem gubitka staticke stabilnosti celokupnog diskretnog sistema,
a ne samo kao lokalna ravnoteza jednog karakteristicnog preseka. Drugim recima,
numericki model ne trazi unapred poznatu formu uvijanja krila, ve¢ dozvoljava da
se oblik aeroelasti¢ne deformacije pojavi kao rezultat interakcije strukturne krutosti,
aerodinamickih uticaja i grani¢nih uslova.

Osnovna jednacina staticke aeroelasti¢éne ravnoteze

U statickoj aeroelasti¢nosti razmatra se ravnoteza izmedu elasti¢nih sila konstruk-
cije i aerodinamickih sila koje zavise od deformisanog oblika krila. U diskretnom
obliku, jednacina ravnoteze moze se zapisati kao

Ku=F, +F,. (3.47)

U ovoj jednadini:

K je globalna matrica strukturne krutosti;

— u je vektor generalisanih pomeranja konstrukcije;

F, je vektor aerodinamickih sila;
— Fy je vektor spoljasnjih neaerodinamickih opterecenja.

U linearizovanom statickom aeroelasticnom problemu aerodinamicke sile mogu se
predstaviti u obliku

F, = ¢Qu + ¢f,. (3.48)

U ovoj jednadini:

F, je vektor aerodinamickih sila;

— ¢ je dinamicki pritisak;

Q je matrica aerodinamicke krutosti;

— u je vektor generalisanih pomeranja konstrukcije;

f, je vektor aerodinamickog optere¢enja usled zadatog ugla napada ili trim
uslova.
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Dinamicki pritisak definisan je izrazom
L 1o
=3 pV=. (3.49)
U ovoj jednacini:
— ¢ je dinamicki pritisak;
— p je gustina fluida;
— V je brzina leta.
Na osnovu prethodnog dobija se:
Ku = ¢Qu + ¢f, + Fy. (3.50)

U ovoj jednadini:

K je globalna matrica strukturne krutosti;

u je vektor generalisanih pomeranja konstrukcije;

— ¢ je dinamicki pritisak;

Q je matrica aerodinamicke krutosti;

— f,, je vektor aerodinamickog optere¢enja usled napadnog ugla;

Fy je vektor spoljasnjih neaerodinamickih opterec¢enja.

Preuredivanjem se dobija osnovna jednacina staticke aeroelasti¢ne ravnoteze:
K — ¢Q]u = ¢f, + Fo. (3.51)

U ovoj jednacini:

— K je globalna matrica strukturne krutosti;

— ¢Q je aerodinamicki deo efektivne krutosti;

— Q je matrica aerodinamicke krutosti;

— u je vektor generalisanih pomeranja;

— ¢f,, je aerodinamicko optereéenje nezavisno od deformacije;

— Fy je spoljasnje neaerodinamicko opterecenje.

Matrica

Kie = K—4qQ (352)

naziva se efektivna aeroelasticna matrica krutosti.
U ovoj jednadini:
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— K¢ je efektivna aeroelasticna matrica krutosti;
— K je strukturna matrica krutosti;

— ¢ je dinamicki pritisak;

— Q je matrica aerodinamicke krutosti.

Iz prethodnih izraza vidi se da aerodinamicko optere¢enje moze imati karakter
negativne krutosti. Sa porastom brzine leta raste dinamicki pritisak ¢, pa se efektivna
krutost sistema smanjuje. U trenutku divergencije konstrukcija viSe ne poseduje
dovoljno staticke torzione krutosti da uravnotezi aerodinamicki moment uvijanja.

Divergencija nastaje kada efektivna aeroelasticna matrica postane singularna:

det [K — ¢pQ] = 0. (3.53)
U ovoj jednadini:

— det[-] oznacava determinantu matrice;

K je globalna matrica strukturne krutosti;
— ¢p je kriti¢cni dinamicki pritisak divergencije;
— Q je matrica aerodinamicke krutosti.

Kriti¢na brzina divergencije tada se dobija iz kriticnog dinamickog pritiska:

2
Vp = ‘/%. (3.54)

— Vp je kriti¢na brzina divergencije;

U ovoj jednacini:

— ¢p je kritiéni dinamicki pritisak divergencije;

— p je gustina fluida.

3.7.1 Strukturni model

Strukturni model predstavlja diskretizovanu elasti¢cnu konstrukciju krila. U zavi-
snosti od nivoa idealizacije, konstrukcija moze biti opisana pomoc¢u grednih, ljuskastih
ili zapreminskih konac¢nih elemenata. Kod tankih aerostruktura najcesc¢e se koriste
ljusljuske i ploce, jer omoguc¢avaju efikasno modeliranje membranskih, savojnih i
torzionih deformacija.

Za svaki konac¢ni element moze se napisati lokalna relacija

K.u, =f.. (3.55)

U ovoj jednadini:
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— K. je matrica krutosti kona¢nog elementa;

— u. je vektor ¢vornih pomeranja elementa;

— f. je vektor elementnih sila.

Globalna matrica krutosti dobija se spajanjem svih elementnih matrica:

K=> T/K.T.. (3.56)

e=1

U ovoj jednacini:

— K je globalna matrica strukturne krutosti;

— ne je ukupan broj konac¢nih elemenata;

— T, je transformaciona matrica elementa;

— T7 je transponovana transformaciona matrica;
— K. je lokalna matrica krutosti elementa.

Za prostorni model konstrukcije vektor pomeranja jednog ¢vora najcesée sadrzi
Sest stepeni slobode:

u; = {Ui v; W Qw,/é «9@”‘ Qzﬂ'}T. (3.57)
U ovoj jednacini:
— u; je vektor pomeranja i-tog ¢vora;
— u;, v; 1 w; su translacije ¢vora u pravcima globalnih osa;
— 044, 0,10, su rotacije ¢vora oko globalnih osa;
— superskript 1" oznacava transponovanje vektora.

Kod problema divergencije posebno je vazno tac¢no opisati torzionu deformaciju
krila. Ako je lokalni ugao uvijanja oznacen sa 6(y), tada se efektivni ugao napada
moze zapisati kao

et (y) = ao + 0(y). (3.58)
U ovoj jednadini:
— eff(y) je efektivni lokalni ugao napada na rasponskoj koordinati y;
— «p je pocetni geometrijski ugao napada;

— 6(y) je lokalni ugao uvijanja krila;
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Slika 3.13: Strukturni model

— y je koordinata duz raspona krila.

Ova jednacina predstavlja sustinu staticke divergencije. Ako torziona deformacija
povecava lokalni napadni ugao, tada aerodinamicka sila dodatno raste, a njen moment
jos vise uvija krilo. Sistem je stabilan samo dok elasti¢na krutost moze da zaustavi
ovu pozitivnu povratnu spregu.

3.7.2 Aerodinamicki model

Aerodinamicki model predstavlja diskretizovanu nose¢u povrsinu krila. Umesto
kontinuirane raspodele pritiska, aerodinamicka povrsina deli se na konacan broj
panela. Svaki panel ucestvuje u formiranju diskretne raspodele aerodinamickih sila i
momenata. U savremenim numerickim aeroelasticnim analizama aerodinamicke sile
najcesce se odreduju pomocu panelnih metoda zasnovanih na teoriji potencijalnog
strujanja. Osnovna ideja panelnih metoda jeste da se noseca povrsina aproksimira ko-
nac¢nim brojem diskretnih panela po kojima se raspodeljuju singulariteti potencijalnog
strujanja, kao sto su vrtlozi, dipoli ili izvori.

Za razliku od jednostavnih analitickih modela, panelne metode omogucavaju
odredivanje raspodele aerodinamickog opterecenja po celokupnoj povrsini krila, uklju-
cujudi uticaj geometrije, vitkosti, strele krila i prostorne deformacije konstrukcije.
Aerodinamicke sile tada se ne racunaju pomocu jednog globalnog koeficijenta uzgona,
ve¢ pomocu diskretizovanog polja pritisaka i sila po panelima.

Osnovna relacija panelnih metoda moze se zapisati u matricnom obliku kao

AT =w. (3.59)
U ovoj jednacini:
— Aj¢ je matrica aerodinamickih uticajnih koeficijenata;

— I' je vektor nepoznatih singulariteta raspodeljenih po panelima;
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— w je vektor uslova neprodiranja strujanja kroz povrsinu panela.

Matrica aerodinamickih uticajnih koeficijenata predstavlja vezu izmedu raspodele
singulariteta po panelima i brzinskog polja indukovanog na kontrolnim tackama aerodi-
namicke mreze. Fizicki, uslov neprodiranja zahteva da ukupna normalna komponenta
brzine na povrsini panela bude jednaka nuli.

Nakon odredivanja raspodele singulariteta, lokalna aerodinamicka opterec¢enja mo-
gu se izracunati pomoc¢u Bernulijeve jednacine u linearizovanom obliku. U diskretnom
obliku aerodinamicke sile mogu se zapisati kao:

Ap = ¢C,TI. (3.60)
U ovoj jednacini:

— Ap je vektor diskretnih aerodinamickih opterecenja ili pritisaka;

q je dinamicki pritisak;
— C, je matrica transformacije singulariteta u raspodelu pritiska;
— I je vektor singulariteta raspodeljenih po panelima.

Rezultujuce aerodinamicke sile i momenti zatim se dobijaju integracijom ili sumi-
ranjem optere¢enja po svim panelima:

NP
F, =) Ap;S;. (3.61)
1=1
U ovoj jednacini:
— F, je rezultujuéi vektor aerodinamickih sila i momenata;
— N, je ukupan broj panela;
— Ap; je optereCenje ili pritisak na i-tom panelu;
— S; je povrsina i-tog panela.

Tac¢nost panelne metode direktno zavisi od kvaliteta panelizacije aerodinamicke
povrsine. Guséa mreza panela omogucéava precizniji opis raspodele aerodinamickih
opterecenja, ali istovremeno povecava racunsku slozenost problema.

U okviru aeroelasti¢nih analiza koristi se vise razli¢itih panelnih formulacija. Jedna
od najpoznatijih metoda jeste metoda dvostruke resetke vrtloga (engl. Doublet Lattice
Method — DLM), kod koje se po panelima raspodeljuju dipoli potencijalnog strujanja.
Pored DLM metode, cesto se koriste i:

— Vortex Lattice Method (VLM),

— metode izvora i dipola,
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Slika 3.14: Aerodinamicke povrsine

— Constant Pressure Method (CPM),
— supersonicne panelne metode,

— CFD zasnovani aeroelasti¢ni modeli.

Vortex Lattice Method zasniva se na raspodeli vrtloznih niti po ¢etvrtinskoj liniji
panela i veoma je pogodna za tanke nose¢e povrSine pri malim uglovima napada.
Metoda konstantnog pritiska pretpostavlja konstantnu raspodelu pritiska po svakom
panelu, dok metode izvora i dipola koriste raspodeljene singularitete potencijalnog
strujanja za opis lokalnog aerodinamickog polja.

U poredenju sa CFD metodama, panelne metode imaju znac¢ajno manju racunsku
zahtevnost, zbog ¢ega predstavljaju veoma efikasan kompromis izmedu tacnosti i
brzine proracuna. Upravo zbog toga one ¢ine osnovu velikog broja numerickih aero-
elasti¢nih solvera koji se koriste u preliminarnom i srednjem nivou projektovanja
vazduhoplovnih konstrukcija. U linearnom potencijalnom strujanju, lokalni aerodina-
micki pritisak moze se povezati sa promenom geometrije i lokalnim efektivnim uglom
napada. U diskretnom obliku ova veza se moze izraziti kao

Ap = qAcn. (3.62)
U ovoj jednacini:
— Ap je vektor diskretnih pritisaka ili normalnih optereéenja po panelima;
— q je dinamicki pritisak;
— Aj¢ je matrica aerodinamickih uticajnih koeficijenata;

— n je vektor generalisanih aerodinamickih deformacija ili promena efektivnog
ugla napada.
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Slika 3.15: Interpolaciona veza izmedu strukturne i aerodinamicke mreze

Matrica aerodinamickih uticajnih koeficijenata povezuje lokalnu promenu geo-
metrije aerodinamicke povrsine sa indukovanim aerodinamickim silama. Ona zavisi
od geometrije aerodinamicke povrsine, broja i rasporeda panela, Machovog broja,
referentne povrsine, referentne tetive i izabranog aerodinamickog modela.

Ukupna aerodinamicka sila moze se formalno zapisati kao

F, = ¢S.Ap. (3.63)
U ovoj jednadini:

— F, je vektor rezultujuéih aerodinamickih sila i momenata;

q je dinamicki pritisak;

S, je matrica kojom se diskretna optereéenja panela prevode u rezultujuce sile
i momente;

Ap je vektor diskretnih aerodinamickih pritisaka ili optere¢enja po panelima.

U numerickom aeroelasticnom modelu aerodinamicka mreza ne mora biti identi¢na
strukturnoj mrezi. To je ¢ak i pozeljno, jer dobra strukturna mreza i dobra aerodi-
namicka mreza ne moraju imati iste kriterijume kvaliteta. Strukturna mreza mora
pravilno opisati krutost, napone i deformacije konstrukcije, dok aerodinamicka mreza
mora pravilno opisati raspodelu aerodinamickog optere¢enja po nosec¢oj povrsini.

3.7.3 Veza izmedu strukturne i aerodinamicke mreze

Posto strukturna i aerodinamicka mreza najcesée nisu iste, uvodi se interpolaciona
veza izmedu ova dva diskretna sistema. Njena uloga je dvostruka: prvo, deformacija
konstrukcije mora se preneti na aerodinamicku povrsinu; drugo, aerodinamicke sile
moraju se preneti nazad na strukturne ¢vorove.
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Neka je vektor strukturnih pomeranja oznacen sa ug, a vektor aerodinamickih
pomeranja sa u,. Prenos pomeranja sa strukture na aerodinamicku mrezu moze se
zapisati kao

u, = Hu,. (3.64)
U ovoj jednadini:
— u, je vektor pomeranja aerodinamickih tacaka ili panela;
— H je interpolaciona matrica veze izmedu strukturne i aerodinamicke mreze;
— u, je vektor strukturnih ¢vornih pomeranja.

Ova relacija znaci da se oblik deformisane aerodinamicke povrsine odreduje na
osnovu deformacije strukturne mreze. Time aerodinamicki model dobija informaciju
o lokalnom savijanju, uvijanju i promeni efektivnog ugla napada.

Sa druge strane, aerodinamicke sile izracunate na panelima moraju se preneti
nazad na strukturne ¢vorove. Da bi se o¢uvala energijska konzistentnost, prenos sila
se zapisuje pomoc¢u transponovane interpolacione matrice:

F,=H'F,. (3.65)
U ovoj jednadini:
— F, je vektor ekvivalentnih sila na strukturnoj mrezi;
- HT je transponovana interpolaciona matrica;
— F, je vektor aerodinamickih sila na aerodinamickoj mrezi.

Energijska konzistentnost zahteva da rad aerodinamickih sila na aerodinamickim
pomeranjima bude jednak radu ekvivalentnih sila na strukturnim pomeranjima:

W, = FLsu, = FLou, = 6W,. (3.66)
U ovoj jednacini:
— 0W, je virtuelni rad aerodinamickih sila;
— F, je vektor aerodinamickih sila;
— du, je vektor virtuelnih aerodinamickih pomeranja;
— F, je vektor ekvivalentnih strukturnih sila;
— dug je vektor virtuelnih strukturnih pomeranja;

— 0Ws je virtuelni rad ekvivalentnih sila na strukturi.
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Posto je
ou, = Houg,

u ovoj jednacini:
— du, je vektor virtuelnih pomeranja aerodinamicke mreze;
— H je interpolaciona matrica;
— Jdug je vektor virtuelnih pomeranja strukturne mreze.
zamenom u izraz za virtuelni rad dobija se

T T

F,Héu, = F; du,.

U ovoj jednacini:

— F7 je transponovani vektor aerodinamickih sila;

H je interpolaciona matrica;

duy je vektor virtuelnih strukturnih pomeranja;

Iz prethodne relacije sledi:
F,=H'F,.
U ovoj jednacini:
— Fy je vektor sila prenetih na strukturnu mrezu;
— HT” je transponovana interpolaciona matrica;

— F, je vektor aerodinamickih sila.

FZ je transponovani vektor ekvivalentnih strukturnih sila.

(3.67)

(3.68)

(3.69)

Ova relacija je od fundamentalnog znacaja. Ona garantuje da se tokom prenosa
opterec¢enja izmedu aerodinamicke i strukturne mreze ne stvara niti gubi vestacka
energija. U suprotnom, numeric¢ki model mogao bi pokazati lazno povecanu ili lazno
smanjenu aeroelasti¢nu stabilnost.

Formiranje spregnutog aeroelasticnog sistema

sistem u kome aerodinamicke sile zavise od strukturnih pomeranja.
Ako se aerodinamicke sile na aerodinamickoj mrezi napisu kao:

Kombinovanjem aerodinamicke i strukturne interpolacije dobija se aeroelasti¢ni

F, = QQauav

u ovoj jednacini:

(3.70)
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— F, je vektor aerodinamickih sila na aerodinamickoj mrezi;

q je dinamicki pritisak;

Q. je aerodinamicka matrica definisana na aerodinamickoj mrezi;
— u, je vektor aerodinamickih pomeranja.

a ako vazi:

u, = Hu,, (3.71)
u ovoj jednadini:
— u, je vektor aerodinamickih pomeranja;
— H je interpolaciona matrica;
— ug je vektor strukturnih pomeranja.
tada je:
F, = qQ.,Hu,. (3.72)
U ovoj jednadini:
— F, je vektor aerodinamickih sila;
— ¢ je dinamicki pritisak;
— Q. je aerodinamicka matrica na aerodinamickoj mrezi;
— H je interpolaciona matrica;
— ug je vektor strukturnih pomeranja.
Prenosom sila na strukturnu mrezu dobija se
F,=H'F, = ¢H' Q,Hu,. (3.73)
U ovoj jednacini:
— F je vektor aerodinamickih sila prenetih na strukturnu mrezu;
- HT je transponovana interpolaciona matrica;
— F, je vektor aerodinamickih sila na aerodinamickoj mrezi;
— ¢ je dinamicki pritisak;
— Qg je aerodinamicka matrica na aerodinamickoj mrezi;

— H je interpolaciona matrica;



3.7. NUMERICKI PRISTUP ODREDIVANJU KRITICNE BRZINE
64 DIVERGENCIJE

— ug je vektor strukturnih pomeranja.

Zato se efektivna aerodinamicka matrica u strukturnim koordinatama moze
zapisati kao:

Q.=H'QH. (3.74)
U ovoj jednacini:
— Qs je aerodinamicka matrica projektovana na strukturne stepene slobode;
- HT je transponovana interpolaciona matrica;
— Q. je aerodinamicka matrica na aerodinamickoj mrezi;
— H je interpolaciona matrica.

Konac¢na staticka aeroelasticna jednacina tada glasi:

[Ks — ¢Qs]us = Fext. (3.75)
U ovoj jednacini:
— K je strukturna matrica krutosti;
— ¢ je dinamicki pritisak;
— Qs je aerodinamicka matrica projektovana na strukturne stepene slobode;
— u, je vektor strukturnih pomeranja;
— Fox je vektor spoljasnjih opterecenja.

Ovo je centralna jednacina numericke staticke aeroelasticnosti. Ona pokazuje da
se problem divergencije ne posmatra samo kao problem povec¢anja aerodinamicke sile,
ve¢ kao problem promene efektivne krutosti celog sistema.

Uslov divergencije

Divergencija predstavlja staticku aeroelasti¢énu nestabilnost pri kojoj aerodinamicki
momenti uvijanja nadvladaju elasticnu torzionu krutost konstrukcije. Matematicki,
divergencija nastaje kada homogeni oblik jednacine:

[Ks —qQs]us =0 (3.76)

ima netrivijalno resenje.
U ovoj jednacini:

— K je strukturna matrica krutosti;

— ¢ je dinamicki pritisak;
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— Q; je aerodinamicka matrica u strukturnim koordinatama;
— uy je vektor strukturnih pomeranja;
— 0 je nulti vektor.
Netrivijalno resenje postoji samo ako je:
det [Ks — qQs] = 0. (3.77)
U ovoj jednacini:
— det[-] oznacava determinantu matrice;
— K je strukturna matrica krutosti;
— q je dinamicki pritisak;
— Qs je aerodinamicka matrica projektovana na strukturne stepene slobode.

Ovaj problem moze se posmatrati i kao generalizovani problem sopstvenih vred-
nosti:

K¢ =qQ:¢. (3.78)
U ovoj jednacini:
— K je strukturna matrica krutosti;
— ¢ je sopstveni oblik divergencije;
— ¢ je sopstvena vrednost koja predstavlja dinamicki pritisak;
— Qs je aerodinamicka matrica u strukturnim koordinatama.

Najmanja pozitivna sopstvena vrednost predstavlja kriticni dinamicki pritisak
divergencije:

gp = min (g; > 0). (3.79)
U ovoj jednacini:
— ¢p je kritiéni dinamicki pritisak divergencije;
— @; su sopstvene vrednosti generalizovanog problema;

— uslov ¢; > 0 oznacava da se razmatraju samo fizicki prihvatljive pozitivne
vrednosti dinamickog pritiska.
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Kriti¢na brzina divergencije zatim se racuna pomocu izraza:

2
Vp = ,/%. (3.80)

— Vp je kriticna brzina divergencije;

U ovoj jednadini:

— ¢p je kriti¢cni dinamicki pritisak divergencije;
— p je gustina fluida.

Numericko odredivanje divergencije promenom brzine

U prakti¢noj analizi ¢esto se ne resava eksplicitno generalizovani sopstveni problem,
veé se izvodi niz statickih aeroelasti¢nih proracuna za razlic¢ite vrednosti brzine leta.
Za svaku brzinu izracunava se dinamicki pritisak:

4 = %pr- (3.81)

U ovoj jednacini:
— ¢; je dinamicki pritisak za i-tu brzinu;
— p je gustina fluida;
— Vi je i-ta vrednost brzine leta.
Zatim se za svaku brzinu resava sistem:

K. —0:QJul) = F). (3.82)
U ovoj jednacini:
— K je strukturna matrica krutosti;

— ¢; je dinamicki pritisak za izabranu brzinu;

— Q; je aerodinamicka matrica u strukturnim koordinatama;
— ugi) je vektor strukturnih pomeranja za i-tu brzinu,

_ g

oxt j€ vektor spoljasnjih optereéenja za i-ti slucaj.

Kako se brzina priblizava kriti¢noj vrednosti, pomeranja i uglovi uvijanja pocinju
naglo da rastu. U idealnom linearnom modelu, u blizini divergencije efektivna krutost
sistema tezi nuli, pa odziv tezi beskonacnosti.

Za izabranu kontrolnu tacku na krilu, na primer pri vrhu ili na karakteristicnom
preseku, moze se pratiti zavisnost
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0=06(V). (3.83)
U ovoj jednacini:
— 0 je ugao uvijanja u izabranoj kontrolnoj tacki;
— V je brzina leta;
— (V) oznacava da je ugao uvijanja funkcija brzine.

U oblasti ispod divergencije odziv je konacan i stabilan. U blizini kriticne brzine
kriva 0(V') pokazuje naglo povecanje nagiba:

db

oy o0 kada V — Vp. (3.84)
U ovoj jednadini:
— df/dV je promena ugla uvijanja u odnosu na brzinu leta;

— 0 je ugao uvijanja;

— V je brzina leta;

Vp je kriticna brzina divergencije.

U numerickom smislu, priblizavanje divergenciji moze se prepoznati po naglom
porastu torzionog ugla krila, naglom porastu vertikalnih pomeranja, losoj uslovljenosti
matrice aeroelasti¢ne krutosti, gubitku konvergencije statickog reSenja ili promeni
znaka efektivne krutosti sistema.

Fizicko tumacenje numerickog modela

Numericki aeroelasti¢ni model moze se tumaciti kao prostorno i matri¢no prosirenje
jednostavnog torzionog modela krila. Kod elementarnog modela divergencije polazi se
od ravnoteze,

Kyl = qSceCl,, (ap+0). (3.85)
U ovoj jednacini:

— Ky je torziona krutost karakteristicnog preseka ili ekvivalentnog torzionog
modela;

6 je ugao uvijanja;

q je dinamicki pritisak;

S je referentna povrsina;



68

3.7. NUMERICKI PRISTUP ODREDIVANJU KRITICNE BRZINE
DIVERGENCIJE

— ¢ je referentna tetiva;

e je rastojanje izmedu aerodinamickog centra i elasti¢ne ose;
- (', je gradijent koeficijenta uzgona po uglu napada;
— aq je pocetni geometrijski ugao napada.
Preuredivanjem se dobija:

(Kyg — qSceCp,) 0 = qSceCy, ap. (3.86)
U ovoj jednacini:
— Ky je torziona krutost;
— qSceCf,, predstavlja aerodinamicki doprinos negativnoj torzionoj krutosti;
— 6 je ugao uvijanja;
— ¢ je dinamicki pritisak;
— S je referentna povrsina;
— ¢ je referentna tetiva;
— e je rastojanje izmedu aerodinamickog centra i elasti¢ne ose;
- (', je gradijent uzgona;
— «p je pocetni ugao napada.
Divergencija nastaje kada je:

Ky —qpSceCr,, = 0. (3.87)

U ovoj jednadini:
— Ky je torziona krutost;
— ¢p je kriti¢cni dinamicki pritisak divergencije;
— S je referentna povrsina;
— ¢ je referentna tetiva;
— e je krak aerodinamicke sile u odnosu na elasti¢nu osu;

- (', je gradijent uzgona.
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Odnosno,

Ky

qp = SeeCr. (3.88)

U ovoj jednacini:

— ¢p je kriti¢cni dinamicki pritisak divergencije;

Ky je torziona krutost;

S je referentna povrsina;

c je referentna tetiva;
— e je rastojanje izmedu aerodinamickog centra i elasti¢ne ose;
- (', je gradijent uzgona.

Numericki model zadrzava istu fizicku ideju, ali umesto jedne torzione krutosti Ky
koristi kompletnu matricu strukturne krutosti K, a umesto jednog aerodinamickog
koeficijenta koristi kompletnu matricu aerodinamickih uticaja Q.

Zato se jednostavni izraz,

Ky — qSceCr, =0 (3.89)

u ovoj jednacini:

Ky je skalarna torziona krutost;

— qSceC,, je skalarni aerodinamicki destabilizujudi ¢lan;

q je dinamicki pritisak;

— S je referentna povrsina;

c je referentna tetiva;
— e je krak aerodinamicke sile;
- (', je gradijent uzgona.
u opstem diskretnom obliku zamenjuje uslovom:
det [Ks — gpQs] = 0. (3.90)
U ovoj jednacini:
— det[-] oznacava determinantu matrice;

— K je strukturna matrica krutosti;
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— ¢p je kriticni dinamicki pritisak divergencije;
— Qs je aerodinamicka matrica u strukturnim koordinatama.

Ovo pokazuje da numericki pristup nije odvojen od klasi¢ne teorije divergencije,
ve¢ predstavlja njeno matri¢no i prostorno prosirenje.

Prednosti numerickog pristupa

Numericki pristup omogucava analizu konfiguracija koje je tesko pouzdano opisati
jednostavnim analitickim modelima. Posebno je koristan kada konstrukcija ima pro-
menljivu tetivu, promenljivu debljinu, slozenu raspodelu krutosti, spregnute savojno-
torzione deformacije, slozene granic¢ne uslove ili realisticnu aerodinamicku geometriju.

Njegova najveca prednost je u tome Sto omogucéava da se lokalni i globalni
efekti posmatraju istovremeno. Kod realnog krila divergencija nije uvek posledica
jednostavnog uvijanja jedne idealizovane grede. Ona moze biti posledica prostorne
kombinacije savijanja, uvijanja, lokalne fleksibilnosti i raspodele aerodinamickog
opterecenja. Upravo zato matri¢ni oblik problema ima veliku vrednost: on ne namece
unapred oblik nestabilnosti, ve¢ dozvoljava da se kriti¢ni oblik pojavi iz samog sistema
jednacina.

Medutim, numericki pristup zahteva pazljivo definisanje modela. Rezultat zavisi
od kvaliteta strukturne mreze, aerodinamicke panelizacije, interpolacione veze izmedu
mreza, grani¢nih uslova i konzistentnosti jedinica. Zbog toga se numericki rezultati
uvek moraju proveravati pomocu jednostavnijih inzenjerskih procena, kao sto su
metoda karakteristicnog preseka i poluanaliticki Galerkinov model.

Softverske implementacije numericke aeroelasti¢nosti

Savremena numericka aeroelasti¢na analiza danas se najcesée izvodi korisée-
njem specijalizovanih softverskih paketa koji omogucavaju spregnutu strukturno-
aerodinamicku simulaciju. Ovi softverski sistemi integrisu metode konacnih elemena-
ta, panelne aerodinamicke metode i algoritme za interpolaciju izmedu strukturne i
aerodinamicke mreze.

Jedan od najznacajnijih i najrasprostranjenijih aeroelasticnih solvera jeste
MSC/Simcenter NASTRAN. U okviru staticke aeroelasti¢nosti posebno je znacajan
solver SOL 144, namenjen resavanju linearnih statickih aeroelasti¢nih problema. Ovaj
solver omogucava odredivanje aeroelasticnih deformacija, raspodele opterec¢enja i
kriticne brzine divergencije koriséenjem spregnutog FEM i panelnog aerodinamickog
modela. U praksi, SOL 144 predstavlja jedan od standardnih industrijskih alata za
preliminarne i srednje detaljne aeroelasti¢ne analize vazduhoplovnih konstrukcija.

Pored NASTRAN-a, aeroelasticne analize moguce je realizovati i koris¢enjem
softverskog paketa ABAQUS. Tako ABAQUS primarno predstavlja nelinearni FEM
solver, aeroelasti¢ni problemi mogu se resavati kroz spregu sa spoljnim aerodinamickim
modelima, koriS¢enjem korisnickih potprograma ili CFD interakcije. Zbog veoma
razvijenih nelinearnih moguénosti, ABAQUS je posebno pogodan za analizu velikih
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deformacija, nelinearnog ponasanja materijala i slozenih kontaktnih problema u
aeroelasticnim sistemima.

ANSYS takode omogucava aeroelasticne analize kroz spregu strukturnog i fluidnog
solvera. U okviru ANSYS okruzenja moguce je kombinovati FEM strukturni model
sa, CFD analizom ili panelnim aerodinamickim modelima. Ovakav pristup posebno
je znacajan kod problema gde linearna potencijalna aerodinamika nije dovoljna, na
primer kod velikih napadnih uglova, odvajanja strujanja ili izrazenih nelinearnih
efekata fluida.

U aeroelasti¢noj praksi znacajno mesto zauzimaju i specijalizovani aeroelasti¢ni
paketi kompanije ZONA Technology, kao sto su ZAERO i ZONAIR. Ovi sistemi
razvijeni su prvenstveno za vazduhoplovne aeroelasticne analize i integraciju sa
industrijskim FEM modelima. Posebno su poznati po primeni u analizama divergencije,
fluttera, opterec¢enja i aeroelasti¢ne optimizacije vazduhoplovnih konstrukcija.

Pored navedenih komercijalnih sistema, aeroelasti¢ne analize moguce je realizovati
i koris¢enjem CFD solvera visoke tac¢nosti, pri ¢emu se aerodinamicke sile odreduju
direktnim resavanjem Navije-Stoksovih jednacina. Medutim, ovakvi pristupi imaju ve-
oma visoku racunsku zahtevnost i najcesce se koriste u zavrsnim fazama projektovanja
ili u istrazivackim analizama visoke vernosti.

Uprkos velikom razvoju CFD metoda, panelni aeroelasti¢cni modeli i dalje ima-
ju izuzetno znacajnu ulogu u inzZenjerskoj praksi zbog svoje numericke efikasnosti,
relativno male racunske zahtevnosti i dobre tac¢nosti u oblasti linearne aeroelasti¢nosti.

Zakljuéna napomena

Numericko odredivanje kriticne brzine divergencije predstavlja najopstiji pristup
u okviru staticke aeroelasticne analize. Ono omogucava da se elasti¢nost konstrukcije,
aerodinamicka opterecenja i njihova medusobna interakcija analiziraju u prostorno
diskretnom obliku. U osnovi ovog pristupa nalazi se efektivna aeroelasti¢na krutost:

Kae = Ks - QQs- (3'91)
U ovoj jednacini:
— K. je efektivna aeroelasti¢na matrica krutosti;

— Ky je strukturna matrica krutosti;

q je dinamicki pritisak;
— Qs je aerodinamicka matrica projektovana na strukturne stepene slobode.

Divergencija nastaje kada ova matrica izgubi regularnost. Fizicki, to odgovara
stanju u kome aerodinamicki momenti uvijanja vise ne mogu biti uravnotezeni
elasticnom torzionom krutoséu konstrukcije. U tom smislu, numericki model ne menja
osnovnu fiziku divergencije; on samo omogucava da se ista fizika prikaze sa mnogo
vecom geometrijskom, strukturnom i aerodinamickom vernoscéu.
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3.8 Redukovani aeroelasticni FEM pristup odredivanju
brzine divergencije

Klasi¢ne metode odredivanja kritiéne brzine divergencije, kao sto su metoda ka-
rakteristicnog preseka i Galerkinova metoda, predstavljaju veoma efikasne inzenjerske
alate za preliminarnu procenu aeroelasti¢ne stabilnosti konstrukcije. Njihova osnovna
prednost ogleda se u relativno jednostavnoj matematickoj formulaciji, maloj racunskoj
zahtevnosti i mogucénosti brzog odredivanja kritiénih parametara sistema.

Medutim, i pored znacajne prakti¢ne vrednosti, ove metode imaju odredena
ogranicenja. U najveéem broju slucajeva, klasi¢ni analiticki i poluanaliticki modeli
divergencije zasnivaju se na idealizovanim torzionim modelima konstrukcije, pri ¢emu
se deformaciono polje aproksimira unapred pretpostavljenim funkcijama oblika. Takav
pristup omogucava odredivanje globalnog aeroelasticnog odziva, ali ne omogucava de-
taljnu analizu lokalnog naponskog stanja, koncentracija napona, lokalne fleksibilnosti
i realne raspodele deformacija u slozenim konstrukcijama.

Sa druge strane, potpuna numericka aeroelasticna analiza, zasnovana na spreg-
nutim FEM i panelnim aerodinamickim modelima, omogué¢ava veoma visok nivo
vernosti simulacije, ali zahteva specijalizovane aeroelasti¢ne solvere, slozenu pripremu
modela i znacajne racunske resurse. Takvi pristupi ¢esto prevazilaze potrebe preli-
minarnih inzenjerskih analiza i nisu uvek dostupni manjim istrazivackim grupama,
laboratorijama ili projektantskim timovima.

Iz navedenih razloga razvijen je redukovani aeroelasticni FEM pristup odredivanju
kriticne brzine divergencije. Osnovna ideja metode jeste kombinovanje prednosti Ga-
lerkinove aeroelasti¢ne formulacije i standardne staticke metode konacnih elemenata.

U predlozenom pristupu Galerkinova metoda koristi se za odredivanje raspodele
torzionog ugla duz raspona krila, odnosno za odredivanje aeroelasticnog polja uvijanja:

0 =6(y). (3.92)

U ovoj jednacini:
— 6(y) predstavlja raspodelu ugla uvijanja duz raspona;

— y je rasponska koordinata krila.

Dobijene vrednosti lokalnih uglova uvijanja zatim se uvode u standardni staticki
FEM model kao rotacije odgovarajuéih (izabranih)preseka konstrukcije. Na taj na-
¢in moguce je sprovesti detaljnu analizu napona, deformacija i lokalnog ponasanja
konstrukcije bez potrebe za koriS¢enjem specijalizovanog aeroelasti¢nog solvera.

Predlozeni pristup moze se posmatrati kao metoda srednjeg nivoa vernosti izmedu
jednostavnih analitickih modela i potpunih aeroelastiénih FEM simulacija. Njegova
osnovna prednost jeste moguénost kombinovanja relativno male racunske zahtevnosti

.....
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Osnovna ideja redukovanog aeroelasticnog FEM pristupa

Osnovna ideja predlozene metode zasniva se na razdvajanju problema aeroelasti¢ne
divergencije na dva medusobno povezana nivoa:

— globalni aeroelasti¢ni problem:;
— lokalni strukturni problem.

Globalni aeroelasti¢ni problem resava se pomoc¢u Galerkinove metode, pri cemu
se odreduje raspodela ugla uvijanja duz raspona krila. Ovaj deo analize opisuje domi-
nantno aeroelasticno ponasanje konstrukcije i omogucava odredivanje aeroelasti¢nog
polja deformacija.

Nakon toga, dobijene vrednosti lokalnih uglova uvijanja diskretizuju se po preseci-
ma duz raspona i prenose u detaljan FEM model konstrukcije. U FEM analizi ove
vrednosti se uvode kao rotacije odgovarajuéih ¢vorova ili preseka konstrukcije.

Na taj nacin moguce je simulirati aeroelasti¢énu deformaciju koris¢enjem standard-
nog statickog solvera.

Predlozeni pristup moze se predstaviti slede¢im tokom analize:

Galerkinova aeroelasticna analiza — raspodela uvijanja — diskretizacija rotacija —
rotacije u FEM modelu — staticka analiza napona i deformacija.

Sustinski, metoda koristi aeroelasticni model za odredivanje globalne kinematike
konstrukcije, dok FEM model sluzi za odredivanje realnog strukturnog odziva.

3.8.1 Galerkinovo odredivanje aeroelasticnog polja uvijanja

U okviru Galerkinove formulacije, raspodela ugla uvijanja duz raspona aproksimira
se linearnom kombinacijom funkcija oblika:

N
0(y) = D_aidi(y). (3.93)

U ovoj jednadini:

0(y) je raspodela ugla uvijanja duz raspona;

q; su generalizovane koordinate sistema;

¢i(y) su aproksimacione funkcije oblika;
— N je broj funkcija oblika.

Galerkinov postupak omogucava transformaciju diferencijalne jednacine aeroela-
sti¢ne ravnoteze u diskretni algebrajski sistem jednacina:

Kyq = qQuq + Fy. (3.94)

U ovoj jednadini:
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-~ K, je Galerkinova matrica strukturne krutosti;

q je vektor generalizovanih koordinata;

q je dinamicki pritisak;

Qg je Galerkinova aerodinamicka matrica;
— F, je vektor generalizovanih opterecenja.

Resavanjem ovog sistema dobija se raspodela torzionih uglova duz raspona krila.
Za izabrane karakteristicne preseke duz raspona odreduju se diskretne vrednosti:

Q(y) — 017‘927---7971- (395)
U ovoj jednacini:
— 0; predstavlja ugao uvijanja u i-tom karakteristicnom preseku;
— n je broj izabranih preseka.

Ove vrednosti predstavljaju osnovni ulaz za naredni korak FEM analize.

3.8.2 Diskretizacija aeroelasticnog polja deformacija

Jedan od kljuc¢nih koraka predlozene metode jeste pravilna diskretizacija kontinui-
ranog aeroelastiénog polja uvijanja.

U praksi se raspodela ugla uvijanja odreduje u kona¢nom broju karakteristi¢nih
preseka duz raspona krila. Izbor broja preseka zavisi od:

— geometrije konstrukcije;

— ocekivanog oblika deformacije;

nivoa zeljene tacnosti;

gustine FEM mreze.
Za svaki karakteristi¢ni presek odreduje se lokalni ugao uvijanja:
0i = 0(y:). (3.96)
U ovoj jednadini:
— 6; je ugao uvijanja u preseku i;
— y; je rasponska koordinata preseka.

Dobijene vrednosti zatim se prenose u FEM model konstrukcije. Na taj nacin
kontinuirano aeroelasticno polje postaje diskretni skup kinematickih uslova.

Sa fizickog aspekta, ovaj korak predstavlja aproksimaciju realne aeroelasticne
deformacije konstrukcije pomoc¢u konac¢nog broja lokalnih rotacija.
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FEM implementacija rotacija

Nakon odredivanja diskretnih uglova uvijanja, sledec¢i korak predstavlja njihovo
uvodenje u FEM model konstrukcije.

U standardnoj FEM formulaciji ¢vorni stepeni slobode mogu sadrzati translacije i
rotacije:

ux*i= {ul v wg Ok i Oy szi}T. (3.97)
U ovoj jednacini:
— w4, v; 1 w; predstavljaju translacije ¢vora;
— Oy, 0y, 1 0, ; predstavljaju rotacije ¢vora.

U predlozenom pristupu aeroelasti¢ni uglovi uvijanja uvode se kao rotacije odgo-
varajucih ¢vorova ili preseka konstrukcije:

0. =0 (3.98)
U ovoj jednacini:

— 0., predstavlja torzionu rotaciju FEM preseka;

— 0; predstavlja aeroelasti¢ni ugao uvijanja dobijen Galerkinovom metodom.

Na taj nacin aeroelasticna deformacija postaje deo statickog FEM modela.

Veoma vazna prednost ovog pristupa jeste ¢injenica da nije potreban specijalizovani
aeroelasti¢ni solver. Analiza se moze sprovesti koris¢éenjem standardnog statickog
FEM solvera.

To znacajno pojednostavljuje implementaciju metode i omogucéava njenu primenu
u velikom broju postoje¢ih FEM okruzenja.

Staticka analiza napona i deformacija
Nakon uvodenja rotacija resava se standardni staticki FEM problem:
K.,u=F. (3.99)
U ovoj jednacini:
— K je strukturna matrica krutosti;

— u je vektor ¢vornih pomeranja;

— F je vektor spoljasnjih sila i ekvivalentnih opterecenja.
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Za razliku od klasi¢nih aeroelasti¢nih metoda, ovde se ne dobija samo globalni
ugao uvijanja, ve¢ kompletno naponsko i deformaciono stanje konstrukcije.
To omogucava:

odredivanje lokalnih napona;

odredivanje koncentracija napona;

odredivanje lokalnih deformacija;

odredivanje kriti¢nih zona konstrukcije;

— procenu lokalne nosivosti konstrukcije.

Posebno je znacajna moguénost analize slozenih unutrasnjih struktura krila,
ukljucujudi:

— rebra

— ramenjace

oplate

uzduznike

visekomorne torzione kutije

Na taj nacin moguce je analizirati realistican odziv konstrukcije pri aeroelasti¢noj
deformaciji.

Odredivanje kriticne brzine divergencije

Kriti¢na brzina divergencije odreduje se iterativnim povec¢avanjem brzine leta.
Za svaku vrednost brzine odreduje se dinamicki pritisak:

1
6 = 5PV (3.100)
U ovoj jednacini:
— ¢; je dinamicki pritisak za brzinu V;;
— p je gustina fluida;

— V; je brzina leta.
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Zatim se Galerkinovom metodom odreduje odgovarajuce aeroelasti¢no polje uvija-
nja, koje se prenosi u FEM model.

Kako se brzina povecava, lokalni uglovi uvijanja i deformacije konstrukcije poc¢inju
ubrzano da rastu. U blizini divergencije sistem pokazuje izrazeno povecanje osetljivosti
na male promene brzine.

Kriti¢na brzina divergencije moze se proceniti analizom:

— naglog porasta uglova uvijanja;

— naglog porasta deformacija;

— promene efektivne torzione krutosti;
— pojave numericke nestabilnosti.

Za kontrolni presek moze se pratiti zavisnost:

0=06(V). (3.101)
U ovoj jednadini:
— 0 predstavlja lokalni ugao uvijanja;
— V predstavlja brzinu leta.

U blizini divergencije nagib funkcije postaje veoma veliki:

do
— . .102
dv—>oo (3.102)

U ovoj jednacini:

— df/dV predstavlja promenu ugla uvijanja u odnosu na brzinu leta.

Fizicko tumacenje metode

Predlozeni redukovani aeroelasticni FEM pristup moze se posmatrati kao metoda
srednjeg nivoa vernosti izmedu klasi¢nih analitickih modela i potpunih aeroelasti¢nih
FEM simulacija.

Klasi¢ne metode divergencije uglavnom odreduju globalnu aeroelastiénu stabilnost
konstrukcije, ali ne opisuju detaljno lokalno naponsko stanje. Sa druge strane, potpuni
aeroelasticni FEM modeli imaju veoma visoku racunsku zahtevnost i zahtevaju
specijalizovane aeroelasti¢ne solvere.

Predlozeni pristup kombinuje prednosti oba pristupa:

— Galerkinova metoda omogucava efikasno odredivanje globalnog aeroelasti¢nog
polja deformacija;

— FEM analiza omogucava detaljno odredivanje lokalnog strukturnog odziva.

.....

uz relativno malu racunsku zahtevnost.
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Prednosti i ogranicenja metode

Osnovne prednosti predlozenog pristupa su:

mala racunska zahtevnost;

mogucnost koriséenja standardnih statickih FEM solvera;

mogucénost detaljne analize napona i deformacija;

jednostavnija implementacija u odnosu na potpune aeroelasticne FEM modele;

pogodnost za preliminarno projektovanje i optimizaciju konstrukcija.

Medutim, metoda poseduje i odredena ogranicenja.

Posto aerodinamicko optereé¢enje nije direktno spregnuto sa FEM modelom to-
kom same staticke analize, lokalni efekti deformacije na raspodelu aerodinamickog
optereéenja nisu u potpunosti obuhvaceni. Zbog toga metoda predstavlja redukovani
aeroelasti¢ni pristup, a ne potpunu aeroelasti¢nu simulaciju.

Uprkos tome, metoda omogucava veoma dobar kompromis izmedu tacnosti, sloze-
nosti modela i racunske efikasnosti.

Redukovani aeroelasticni FEM pristup predstavlja hibridnu numericko—analiticku
metodu za odredivanje kriticne brzine divergencije i analizu aeroelasti¢nog odziva
konstrukcije.

Osnovna ideja metode zasniva se na koris¢enju Galerkinove metode za odredivanje
globalnog aeroelasti¢cnog polja uvijanja, dok se dobijene rotacije zatim uvode u
standardni FEM model kao nametnuti kinematicki uslovi.

Na taj nac¢in moguce je analizirati lokalno naponsko i deformaciono stanje kon-
strukcije bez potrebe za specijalizovanim aeroelasti¢énim solverima.

Predlozeni pristup predstavlja efikasan kompromis izmedu jednostavnih analitickih
modela i potpunih aeroelasticnih FEM simulacija i posebno je pogodan za preliminarne
aeroelasti¢ne analize, optimizaciju konstrukcija i inzenjerske procene srednjeg nivoa
vernosti.

3.9 Nelinearna divergencija: teorija, modeliranje i inze-
njerska primena

U klasi¢cnoj aeroelasticnoj analizi divergencija se tretira kao linearni staticki
problem. Pretpostavlja se da su deformacije male, aerodinamicki koeficijenti linearno
zavisni od napadnog ugla, a torziona krutost konstrukcije konstantna. U takvom
modelu brzina divergencije Vp predstavlja tacku pri kojoj dolazi do gubitka staticke
stabilnosti i teorijski neograni¢enog rasta ugla uvijanja 6.

Medutim, u realnim konstrukcijama ove pretpostavke cesto nisu ispunjene. Kod
savremenih tankih, fleksibilnih i kompozitnih struktura, kao i pri veé¢im napadnim
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uglovima, odnos izmedu aerodinamickog momenta i elasticnog odgovora postaje
nelinearan.

Nelinearna divergencija podrazumeva analizu ravnoteze u kojoj su aerodinamic-
ke sile, geometrija i/ili strukturna krutost funkcije deformacije. Za razliku od linearne
teorije, nelinearni modeli omogucé¢avaju analizu postkriticnog ponasanja, ukljuc¢ujuci
stabilne i nestabilne ravnotezne grane, skokove deformacija i pojavu histereze.

Izvori nelinearnosti

Nelinearnosti u aeroelastickom sistemu mogu se klasifikovati u tri osnovne grupe.

Aerodinamicke nelinearnosti

— Nelinearna zavisnost uzgona od napadnog ugla (posebno blizu sloma uzgona)

Promena polozaja aerodinamickog centra sa napadnim uglom i Mahovim brojem

Odvajanje strujanja i nelinearna raspodela pritiska

— Interakcija sa komandnim povrSinama

Geometrijske nelinearnosti

Efektivni napadni ugao:

Qe = g + 6

Promena aerodinamicke poluge e()

— Sprega savijanje-uvijanje

Velike deformacije koje menjaju geometriju sistema

Strukturne nelinearnosti

— Nelinearna torziona krutost:

Mgt = K160 4+ K260? + K363

— Materijalna nelinearnost (npr. kompoziti)

— Promena krutosti usled ostecenja ili temperature
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3.9.1 Matematicka formulacija problema

Aerodinamicki moment moze se zapisati u opstem obliku:

1
]\/faero(ea V) — EpVZSCerCm(OéO + 6), (3103)
ili u obliku kompatibilnom sa linearnom teorijom:

1
Maero = qgSelehar Cr(ap + 0), q= ipV2. (3.104)

Strukturni moment uvijanja u nelinearnom slucaju ima oblik:
Melast(0) = K10 + K26 + K36°. (3.105)

Uslov ravnoteze sistema je:

Maero(0, V') = Mejass () = 0. (3.106)

Za razliku od linearnog slucaja, ova jednac¢ina moze imati viSe resenja za istu
brzinu V.
Kriti¢na tacka odreduje se uslovom:

a]\43,@“0 _ aA]\4<elamst

5 T (3.107)

uz dodatni uslov stabilnosti:

on
002

gde je IT ukupni potencijal sistema.

=0, (3.108)

3.9.2 Postkriticno ponasanje

Nelinearna analiza omogucava uvid u ponasanje sistema nakon linearne kriti¢cne
tacke.

— Hardening sistem (K3 > 0): deformacija raste, ali se stabilizuje na visoj
ravnoteznoj grani.

— Softening sistem (K3 < 0): dolazi do naglog skoka deformacije pri brzini
nizoj od linearno predvidene.

Histereza: razlicite putanje pri pove¢anju i smanjenju brzine.

Prelaz ka dinamickom odgovoru: pri uklju¢ivanju inercije i prigusenja
sistem moze prec¢i u dinamicki aeroelasticki rezim.
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3.9.3 Numericke metode za resavanje problema nelinearnosti

Zbog nelinearne prirode problema, analiticko resenje najcesce nije moguce. Umesto
toga koriste se numericke metode.
Newton—Raphson metoda

Jednacina ravnoteze resava se iterativno:

Oir1=106; — , 3.109
gde je:
R(97 V) - A'[aero - A[elast-
Metoda je efikasna, ali moze biti nestabilna u blizini kriticne tacke.
Arc-length metoda
Za pracenje ravnotezne grane koristi se uslov:
(A0)* + (AV)? = As® (3.110)

Ova metoda omogucava prolazak kroz tacke bifurkacije i standardna je u FEM
analizama.
Numericka integracija torzione krutosti

Efektivna torziona krutost odreduje se iz:

]_ Ychar dy
— = ) 3.111
Co /0 GJ(y) ( )

Integral se resava numericki (trapezna metoda, Simpsonovo pravilo), posebno
kada je J(y) slozena funkcija.

CFD-CSD analiza

Za visoku tacnost koristi se spregnuta analiza:
— CFD za aerodinamiku
— FEM za strukturu

Nelinearna divergencija je posebno znacajna kod:

— fleksibilnih UAV krila

— kompozitnih konstrukcija
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— raketnih stabilizatora

— adaptivnih (morfing) krila

Nelinearna divergencija predstavlja prosirenje klasicne teorije koje omogucava
realisti¢cnije modeliranje aeroelastickog ponasanja. Linearna analiza daje brzu procenu,
dok nelinearni modeli omogucavaju detaljno razumevanje stabilnosti i postkriticnog
ponasanja konstrukcije.

3.10 Divergencija u supersoni¢cnom rezimu strujanja

Problem divergencije dobro je dokumentovan i analiziran u podzvucénoj aerodi-
namici, medutim, supersonic¢ni rezim leta (M > 1) uvodi fundamentalne promene
u raspodeli pritiska, polozaju klju¢nih aerodinamickih tacaka i termodinamickim
efektima na strukturu.

3.10.1 Fizika supersonicnog strujanja i pomeranje aerodinamickog
centra

U podzvuénom rezimu, aerodinamicki centar (A.C.) tankog aeroprofila nalazi se
na priblizno 25% tetive (¢/4) od napadne ivice. Prilikom prelaska u supersonic¢ni
rezim, usled formiranja kosih udarnih talasa, raspodela pritiska duz tetive postaje
znatno ravnomernija (pravougaona ili trougaona u zavisnosti od geometrije profila).

Ova promena uzrokuje pomeranje aerodinamickog centra unazad, ka sredini tetive,
odnosno na oko 50% tetive (¢/2). Pomeranje A.C. unazad ima stabilizujuéi efekat
ukoliko se elasticna osa (E.A.) krila nalazi ispred njega. Medutim, kod savremenih
tankih supersoni¢nih krila, elasti¢na osa je cesto pomerena unazad zbog strukturnih
ogranicenja i smestaja rezervoara, pa rastojanje ekscentriciteta e (krak izmedu aerodi-
namickog centra i elasti¢ne ose) ostaje kriti¢ni parametar. Povecanje ugla zakretanja
0 usled uvijanja stvara dodatni aerodinamicki moment koji tezi da jos vise uvije
strukturu, formirajuci pozitivnu spregnutu petlju.

Za analizu stabilnosti u supersoni¢nom rezimu koristi se diferencijalna jedna-
¢ina torzione ravnoteze krila posmatranog kao konzolni nosa¢. Ako posmatramo
elementarnu duzinu krila dy, promena ugla uvijanja 6(y) pod dejstvom kontinualnog
aerodinamickog momenta torzije m;(y) data je kao:

diy <GJZ—§> = —my(y) (3.112)

Gde je GJ kao i ranije torziona krutost krila. Aerodinamicki moment po jedinici
raspona oko elasti¢ne ose iznosi:

mi(y) = qc*eCLab(y) (3.113)

U supersoni¢nom rezimu, prema linearizovanoj Ackeretovoj teoriji za tanke profile,
gradijent koeficijenta uzgona C',, je funkcija Mahovog broja (M):
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CLa = ———r (3.114)

Zamenom aerodinamickog momenta u diferencijalnu jednacinu i uvodenjem gra-
ni¢nih uslova za konzolu (ukljesteno u korenu 6(0) = 0, slobodno na kraju ¢'(1) = 0),
dobija se svojstveni problem c¢ije najnize sopstvene vrednosti daju kritiéni dinamicki
pritisak supersonic¢ne divergencije (gq):

2GJ

412ce (ﬁ)

(3.115)

qd =

Iz ove relacije uocavaju se dva suprotstavljena efekta:

1. Stabilizujuéi efekat Mahovog broja: Kako M raste, imenilac se smanjuje
jer gradijent uzgona C7, opada, sto teoretski podize vrednost gg.

2. Destabilizujuéi termicki efekat: Pri visokim supersoni¢nim brzinama (M >
2), aerodinamicko zagrevanje (kineticka energija koCenja vazduha) drasti¢no
podize temperaturu oplate krila. Ovo dovodi do pada modula smicanja materijala
(G), ¢ime opada ukupna torziona krutost GJ, a samim tim i stvarna granica
divergencije.

Zbhog zahteva za malom relativnom debljinom profila, supersoni¢na krila su inhe-
rentno podlozna aeroelastiénim deformacijama. InZenjering struktura se oslanja na
tri osnovna resenja:

Geometrijska konfiguracija i strela krila: Zakosenost unazad (Sweepback)
deluje kao prirodni amortizer divergencije. Kada se unazad zakoSeno krilo savije
usled uzgona, geometrija uzrokuje lokalno smanjenje napadnog ugla (tzv. "wash-out"
efekat), sto rastereéuje krilo. Kod krila sa unapred zakosenom strelom (Forward
sweep), efekat je obrnut ("wash-in"), i ona zahtevaju ekstremno visoku krutost kako
bi se izbegla divergencija pri niskim dinamickim pritiscima.

Aeroelasti¢no krojenje (Aeroelastic Tailoring): Upotrebom naprednih kompo-
zitnih materijala (ugljeni¢na vlakna u epoksidnoj matrici), smer polaganja slojeva
se optimizuje tako da se postigne Zeljena sprega izmedu savijanja i uvrtanja (engl.
bend-twist coupling). Struktura se projektuje tako da unutrasnje sile usled savijanja
krila nagore automatski zakre¢u napadnu ivicu nadole. Ovaj mehanizam direktno
smanjuje efektivni lokalni napadni ugao, neutralisuci prirast aerodinamickog momenta
i dramati¢no pomerajuci granicu torzione divergencije van operativnog anvelopa leta.

Torziona divergencija u supersoni¢cnom rezimu ne moze se posmatrati iskljucivo
kroz aerodinamicke sile izolovane strukture. Kompleksno medudejstvo smanjenja
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Tabela 3.3: Uporedni prikaz parametara aeroelasti¢ne stabilnosti po rezimima leta.

Rezim le- Tipican polo- Gradijent uzgo- Glavni struktur-

ta zaj A.C. na Cp, ni rizik

Podzvuéni  25% tetive Konstantan / bla- Cista torziona di-

(M <0.8) (c/4) gi rast vergencija

Supersoni¢ni  50% tetive Opada sa M42_ - Termo-

(M >1.2) (¢/2) aeroelasti¢na
divergencija

aerodinamickog gradijenta uzgona, pomeranja aerodinamickog centra unazad i degra-
dacije krutosti materijala usled povisenih temperatura zahteva primenu naprednih
numerickih metoda (FEA spregnutih sa solverima za numericku dinamiku fluida -
CFD) veé u ranoj fazi konceptualnog projektovanja supersonic¢nih letelica.
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Pitanja i odgovori

1.

Sta je torziona divergencija i koji mehanizam je uzrokuje?

Torziona divergencija je aeroelasticna nestabilnost koja nastaje kada aerodi-
namicki moment, koji raste sa povecanjem ugla napada, deluje na krilo sa
ograni¢enom torzionom krutosti. Usled elasti¢ne deformacije (uvijanja), napadni
ugao lokalno raste, sto dodatno pojacava aerodinamicki moment — stvarajuci
pozitivnu povratnu spregu. Kada ova sprega prevazide sposobnost strukture da
se opire uvijanju, dolazi do eksponencijalnog porasta deformacija, potencijalno
do strukturalnog kolapsa.

Koja je fizicka interpretacija kriticne brzine divergencije Vp i kako se
izracunava?

Kritiéna brzina divergencije je brzina pri kojoj krilo gubi stabilnost — ugao
uvijanja tezi beskonacnosti. Izra¢unava se po formuli:

2-Cy
v dc S-e-l
do
dC,

gde je Cy torziona krutost, p gustina vazduha, = gradijent uzgona, S povrsina
krila, e bezdimenzionalno rastojanje izmedu aerodinamickog centra i centra
smicanja, a [ tetiva.

Koja je razlika izmedu aerodinamickog centra i centra smicanja i
zasto je njihovo nepoklapanje klju¢no za torzionu divergenciju?

Aerodinamicki centar je tacka oko koje je koeficijent momenta prakticno ne-
zavisan od napadnog ugla (obi¢no na 25% tetive). Centar smicanja je tacka
kroz koju mora delovati transverzalna sila da ne bi izazvala uvijanje. Njihovo
nepoklapanje (e # 0) uzrokuje da aerodinamicka sila stvara dodatni moment
oko elasti¢ne ose, Sto direktno doprinosi torzionoj deformaciji i potencijalnoj
divergenciji.

Kako se odreduje torziona krutost Cy metodom karakteristicnog
preseka?

Torziona krutost se definise kao odnos torzionog momenta i ugla uvijanja:
Cy = Mp/0 [N - m/rad]. Za karakteristi¢ni presek (obi¢no na 70-75% polura-
zmaha), moze se odrediti analiticki (Bredt-Batho formula za torzionu kutiju),
eksperimentalno (merenjem ugla uvijanja pod poznatim momentom) ili nume-
ricki (metodom konac¢nih elemenata).

Objasniti pozitivnu povratnu spregu koja vodi torzionoj divergenciji.

Mehanizam glasi: povecanje ugla uvijanja 6 — povecanje efektivnog napadnog
ugla a.y = a + 0 — povetanje aerodinamicke sile uzgona R, — povecanje



3. TORZIONA DIVERGENCIJA UZGONSKIH POVRSINA 87

aerodinamickog momenta oko centra smicanja — dalje povec¢anje 6. Ovaj samo-
pojacavajuci proces, ako nije uravnotezen elasti¢nim restitucionim momentom,
vodi divergenciji.

6. Koja su tri osnovna pristupa za odredivanje koeficijenta torzione
krutosti i koje su njihove prednosti?

Tri pristupa su: (1) Analiticki — Bredt-Batho formula za torzionu kutiju,
pogodan za preliminarne proracune; (2) Eksperimentalni — fizicko testiranje
sa primenjenim torzionim momentom i merenjem ugla uvijanja, daje najtacnije
rezultate za realne strukture; (3) Numericki — metoda konac¢nih elemenata
(FEA), omogucava analizu kompleksnih geometrija i materijala bez fizickog
prototipa.

7. Koji su granicni uslovi za diferencijalnu jednacinu torzione divergen-
cije krila promenljivih parametara?

Granic¢ni uslovi su: (1) Na korenu krila (y = 0) — ugao uvijanja je nula:
6(0) = 0 (krilo uévrséeno); (2) Na vrhu krila (y = b/2) — torzioni moment je
nula: 6'(b/2) = 0 (slobodan kraj). Ovi uslovi odreduju oblik baznih funkcija u
metodi Galerkina.

8. Kako metoda Galerkina omogucava resavanje problema torzione di-
vergencije za krila promenljivih parametara?

Metoda Galerkina aproksimira reSenje kao 6(y) = SN, a; - vi(y), gde su
0i(y) =y (1 —2y/b)* bazne funkcije koje zadovoljavaju grani¢ne uslove. Uvode-
njem u diferencijalnu jednacinu i ortogonalizacijom (integracijom sa tezinskim
funkcijama), problem se svodi na sistem linearnih jednacina. Kriti¢na brzina je

ona pri kojoj determinanta sistema D(V') postaje nula.

9. Zasto je torziona divergencija posebno izrazena kod vitkih, elasticnih
krila i kako se sprecava?

Vitka krila imaju nisku torzionu krutost (Cy) i ¢esto veliko rastojanje e izmedu
aerodinamickog centra i centra smicanja, Sto povecava aerodinamicki moment
sprega. Mere prevencije ukljuc¢uju: povecanje torzione krutosti (deblji zidovi,
zatvorene torzione kutije), pomeranje centra smicanja ka aerodinamickom centru
(smanjenje e), optimizaciju raspodele mase, i kori¢enje kompozitnih materijala
sa povoljnim odnosom krutosti i tezine.



